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1. Introduccion

Las matrices, aunque parezcan al principio objetos extrafios, son una herramienta
muy importante para expresar y discutir problemas que surgen en la vida real. En los
negocios a menudo es necesario calcular y combinar ciertos costes y cantidades de
productos. Las tablas son una forma de representar estos datos. Sin embargo,
agrupar los datos en un rectangulo nos muestra una representacién mas clara y facil

de los datos. Tal representacion de los datos se denomina matriz.

En lugar de presentar los datos del consumo de materias primas de una empresa en

una tabla (en nuestro ejemplo de una empresa que produce cerveza),

levadura |malta |agua
1 semana |8 4 12
2" semana |10 6 5
3 semana |7 8 5
4 semana |11 7 9

Vamos a presentar estos datos de una forma mas sencilla:

8 4 12
10 6 5
7 8
11 7

Ademas muchas de las relaciones en los negocios son proporcionales. Proporcional
significa que los valores de las componentes de una variable y , se corresponden
con k-veces los valores de las componentes de otra variable x, donde y es la
variable dependiente. Por ejemplo, si una unidad de cantidad de levadura cuesta 8 €
entonces dos unidades de cantidad costaran 16 €. Para esta clase de calculo son
necesarias sumas y productos de matrices.

Por lo tanto, la aplicacién del célculo de matrices en la escuela es posible y sensato,
a pesar de su grado de dificultad. El célculo de matrices presenta una clara y facil
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presentacion de la coherencia lineal. Hay muchas diferencias entre el calculo con
nameros reales y el calculo de matrices. Mas adelante trataremos estos problemas.

¢, Es este tema importante en los colegios? Para responder a esta pregunta debemos
repasar el curriculum austriaco.
En el curriculum austriaco del sexto curso (nifilos de 12 a 13 afos) nos encontramos

en el capitulo “Basico® el siguiente parrafo:
Algebra lineal y geometria analitica lineal®

Los requisitos para tratar con problemas geométricos 3'dimensionales, deberian ser
las destrezas oportunas para trabajar con vectores y ecuaciones lineales con tres
variables. Existen diversas técnicas para llevar a cabo un trabajo productivo y el
desarrollo de un buen sentido espacial. Las matrices, asi como los vectores, son un
instrumento importante para presentar calculos complejos, expresiones y relaciones
de una forma mas sencilla.

Otra ventaja de este tipo de representacion es que se puede operar con matrices de
la misma forma que con numeros reales.

Otro parrafo en el capitulo “Habilidades avanzadas; Reflejadas en matematicas” (6°

curso) dice:

Matrices y célculo de matrices:

Son muchas las circunstancias, que se puedan describir usando matrices: suma de
matrices, multiplicacion escalar, multiplicacion de una matriz por un vector,
multiplicacion de dos matrices. También podemos aplicar estos célculos dentro y
fuera del area matematica y probar la validez de las reglas de célculo.

¢,Dbénde esta la conexién con la economia? Como vimos en los ejemplos de la
introduccién, las matrices sirven para representar simples procesos de produccion y
flujos de produccién.

Basandonos en el hecho de que la economia adquiere mucha importancia en la
comprensién de los estudiantes en los procesos de produccion simple y flujos de

produccién, y que los estudiantes ya han adquirido un sentido sobre la industria

% véase en http://www.bmbwk.gv.at/medien/7045 MATHEMATIK_Oberstufe.pdf
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antes de acabar el colegio, los ejemplos de economia-orientada deberian ser uno de
los objetivos principales de los colegios. El objetivo del grupo-MaMaEuSch es el de
proporcionar material didactico y asesorar a los profesores en este campo.

Hoy dia, el célculo con matrices no es so6lo importante en la economia, sino que
alcanza también una gran importancia en las estadisticas, fisicas y muchas otras

areas. La aplicacién a los ordenadores contribuye positivamente a esto.



2. Introduccion al calculo de matrices

2.1. Veamos un ejemplo:

En 4 semanas, las dos companias, Hirter y Zipfer, necesitan las siguientes
cantidades de materia prima de levadura, malta y agua (unidades de cantidad: ME):

12 semana:

Hirter: 8 ME levadura, 4 ME malta, 12 ME agua
Zipfer: 6 ME levadura, 3 ME malta, 12 ME agua.

22 semana:

Hirter: 10 ME levadura, 6 ME malta, 5 ME agua
Zipfer: 9 ME levadura, 5 ME malta, 4 ME agua

32 semana:

Hirter: 7 ME levadura, 8 ME malta, 5 ME agua
Zipfer: 7 ME levadura, 0 ME malta, 5 ME agua.

4’ semana:

Hirter: 11 ME levadura, 7 ME malta, 9 ME agua
Zipfer: 11 ME levadura, 6 ME malta, 5 ME agua.



2.2. Representacion:

Los datos se representan de manera sencilla.

levadura malta agua

1" semana |8 4 12
Hirter 2 semana |10 6 5

3" semana |7 8 5

4’semana |11 7 9

resumiendo:
8 4 12
10 6 5
H =
7 8 5
11 7 9

Matriz de consumo de la comparia Hirter

levadura malta agua

1" semana |6 3 12
Zipfer 2 semana |9 5 4

3" semana |7 0 5

4" semana |11 6 5

resuminedo:
6 3 12
9 5

7 =
7 0 5
11 6 5

Matriz de consumo de la compania Zipfer.



2.3. Definicion de matriz

Una matriz es un array rectangular de nimeros.

Una matriz se compone de un determinado nimero de filas y columnas.

Los elementos horizontales, o elementos de las filas, indican el nUmero de semanas

del consumo de materias primas: filas = semanas.

Los elementos verticales, o los elementos de las columnas, indican la cantidad

consumida de materia prima por cada semana: columnas =materias primas.

materias — primas

semanas —>

Normalmente, el primer elemento (numero de filas) se nombra antes que el segundo
elemento (numero de columnas). Por ejemplo la intersecciéon de la 3 fila y la 2°
columna en la matriz H representa la cantidad de malta necesitada en la 3" semana.

Este elemento se denota como: 4, =8 De la matriz de Hirter H: indice de la

fila = 3, indice de la columna = 2.

12 columna

Hombre

de la —l r 22 columna
matriz
11 Ay | =—— 124ila

331 332 -—— Jifjla



2.3.1. Convenios:

> Los elementos de las matrices se escriben entre paréntesis.
> Los nombres de las matrices se escriben con mayusculas, mientras que los

elementos interiores se escriben con letras minusculas.

2.3.2. Tipo de matrices:

El tamano de una matriz, como un bloque, se define mediante el nimero de filas y el
namero de columnas. En este caso, la siguiente matriz tiene cuatro filas y tres

columnas. La matriz es de 4x3.

3 12
5
7 =
7 0 5
11 6 5

Por tanto la matriz de Hirter H tiene 4 filas (semanas) y 3 columnas (materia prima).



2.4. Comparacion de consumos:

La representacion de las dos compafias en forma de matrices nos permite una

comparacién mas facil:

8 4 12 6 3 12
9 5
o= 10 6 5 7=
7 8 5 7 0 5
11 7 9 11 6 5

Ahora los elementos pueden ser comparados directamente y facilmente. Para
conseguir mas informacion acerca de las dos comparnias 0 compararlas, se requiere

la suma y resta de matrices.
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2.5. Operaciones aritméticas con matrices:

Indicacion:
Estos tipos de sumas y restas, que se representan en el siguiente capitulo, son sélo
factibles para matrices de igual tamafo. Dos matrices se pueden sumar sélo cuando

el numero de filas y columnas de las matrices son iguales.

2.5.1. Suma:
¢, Qué cantidad de materia prima se necesita para ambas comparnias en cada

semana?

En la primera semana la compania Hirter necesita 8 ME y la compahia Zipfer 6 ME
de la materia prima levadura, lo que significa:

8+6 =14 ME levadura,

lo mismo ocurre para la malta: 4+3=7 ME malta,

y para el agua: 12+12=24 ME agua.

Cuando las tablas estan escritas en forma de array rectangulares de numeros,
resulta mas claro y rapido sumarlas.
Para sumar dos matrices del mismo tipo, por ejemplo las matrices de Hirter y Zipfer,

simplemente se suman los elementos correspondientes.

8 4 12 6 3 12 14 7 24
10 6 5 N 9 5 4 3 19 11 9
7 8 5 7 0 5| [14 8 10
11 7 9 11 6 5 22 13 14
Matriz de Matriz de Matriz de
consumo de la consumode consumo de
comparnia la compania las dos
Hirter Zipfer compania
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2.5.2. Resta:

¢, Cudl es la diferencia de consumo de ambas compariias en cada semana?

En la primera semana la compania Hirter necesita 8 ME y la compania Zipfer 6 ME
de la materia prima levadura, lo cual significa que la diferencia es de 2 ME:

8-6 =2 ME levadura,

lo mismo ocurre para la malta: 4-3=1 ME malta,

y para el agua: 12-12=0 ME agua.

Cuando las tablas estan escritas en forma de array rectangular de numeros, resulta
mas claro y rapido restarlas.
Para restar dos matrices del mismo tipo, por ejemplo las matrices de Hirter y Zipfer ,

simplemente se restan los elementos correspondientes.

8 4 12 312) (2 1 0
10 6 5 111
78 5((705 (080
11 7 11 6 01 4

El resultado nos muestra que la compania Zipfer nunca necesita mas materia prima
que la compania Hirter. La demanda de materia prima para ambas comparnias es la
misma para cuatro periodos. Por lo tanto el valor de la diferencia es 0. Podria
también darse el caso de obtener resultados negativos. Esto significaria que la

compafia Zipfer necesita mas materia prima que la compafia Hirter.
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2.5.3. Producto escalar:

¢, Cuanto es el consumo de materia prima por semana para 5 companias como

Hirter, suponiendo que necesitan la misma cantidad de materia prima que la

compafia Hirter?

Para multiplicar una matriz por un numero real es necesario multiplicar cada

elemento por este nimero.

8 4 12 40 20

10 6 5 50 30
5% =

7 8 5 35 40

11 7 9 55 35

60
25
25
45

Conseguiriamos el mismo resultado si nos refiriésemos al consumo en 5 meses,

suponiendo que cada mes tiene la misma cantidad de consumo.

8 4 12 40 20

10 6 5 50 30
5% =

7 8 5 35 40

11 7 9 55 35

60
25
25
45

Tales suposiciones de consumo constante son muy frecuentes. Ahora es posible

multiplicarlas porque son suposiciones proporcionales, esto quiere decir que se

multiplican los resultados de forma lineal.
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2.5.4. Producto de dos matrices:
Consideremos que la comparia Hirter recibe materia prima de dos proveedores (Hop
AG y Malt y co). Ahora la pregunta seria cual de los dos proveedores es mejor.

Teniendo en cuenta que los proveedores sélo pueden cambiar de una semana a

otra.

Hop AG Malt y co.
Levadura | 50 55
Malta 136 127
Agua 80 79

Esta tabla corresponde a la matriz de costes P, porque los elementos representan
los costes de las tres materias primas para ambos proveedores

50 55
P=|136 127
80 79

A simple vista no es posible detectar cual de los proveedores es el mas barato. Con
un simple calculo obtendremos un resultado preciso.

De las suposiciones proporcionales obtenemos:

Costes de la compania en Hop AG:

1" semana: 8*50+4*136+12*80 =1904
2" semana: 10*50+6*136+5*80 =1716
3 semana: 7*50+8*136+5*80 =1838
4" semana: 11*50+7*136+9*80 =2222

Costes de la compania en Malt y co.:

1" semana: 8*55+4*127+12*79 =1896
2'semana 10*55+6*127+5*79 =1707
3 semana: 7*55+8*127+5*79 =1542
4’ semana: 11*55+7*127+9*79 =2205
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Sumando, la tabla de costes resulta:

Hop AG Malt y co.
1" semana | 1904 1896
2" semana |1716 1707
3"semana |1838 1542
42 semana |2222 2205

Légicamente la matriz con los elementos de coste de los proveedores se denomina

matriz de coste K.

1904
1716
1838
2222

1896
1707
1542
2205

Podemos reconocer la siguiente regla para los elementos de la matriz K:

k,,=1904= La primera fila de la matriz H (8,4,12) se multiplica por la primera columna

de la matriz P (50,136,80) para cada elemento, (esto significa 1*" con 1°" : 8*50,2’

con 2" :4*136 y 3’ con 3’ nimero: 12*80) y sumarlos.

En otras palabras: La matriz de costes K resulta de la multiplicaciéon de la matriz H

(matriz de Hirter) y la matriz P (matriz de costes):
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Este tipo de multiplicacién se presenta muy a menudo. Veamos como se hace la

multiplicacion:

En nuestro ejemplo 50, 136, 80 y 55, 127, 79.

8#50+4*136+12%80 8*55+4*127+12*79 8 4 12 50 55
10%50+6+*136+5%80 10%55+6*127+5%*79 10 6 5

= = *136 127 |=H=*P
7#50+8*136+5%80 7*55+8*127+5*79 7 8 80 79
11%50+7*136 +9*%80 11%55+7*127+9%*79 11 7

Recordemos que:

Este tipo de multiplicacién, puede efectuarse solo si el numero de columnas de la
primera matriz (en nuestro ejemplo 3) y el numero de filas de la segunda matriz (en

nuestro ejemplo también 3) es el mismo.
La matriz resultante tendra las siguientes dimensiones:

(4x3 matriz) * (3x2 matriz) = 4 x 2 matriz

]

Ej.:
8 4 12 1904 1896
50 55
10 6 1716 1707
¥ 136 127 |=
7 8 %0 1838 1542
11 7 2222 2205

En este ejemplo observamos que las dos matrices sélo pueden ser multiplicadas en
una direcciéon. Porque: (3x2 Matriz) * (4x3 Matriz) el nimero de columnas de la

primera matriz no coincide con el numero de filas de la segunda matriz!!!
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3.

3.1. Producto escalar:

Cinco estudiantes reciben las siguientes

por cada mes:

Ejemplos

subvenciones (subvenciones para nifios)

Nombres Subvenciones para|Becas en € por
ninos en € pormes |mes

Maier 200 423

Huber 168 378

Pélzl 193 564

Belzik 125 188

Durchschlag 219 297

a.) Calcula la cantidad de subvenciones para ninos y la cantidad de becas, que

recibe cada estudiante por ano.

b.) ¢ Cudl es el estudiante que recibe la subvencién mas alta?

a.) 12

b)  G=

El  estudiante

200
168
193
125
219

7476
6552
7268
4572
6192

423
378
564
188
297

Maier

2400
2016
1500
2316
2628

5076
4536
6768
2256
3564

recibe

la

subvencibn mas alta; 7476 €.
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3.2. Multiplicacion de dos matrices:

La empresa VOST Alpine en Linz quiere producir acero. Seran necesarias, entre

otras materias primas, mineral hierro y carbén duro. La siguiente tabla nos muestra

las demandas (en toneladas) de mineral hierro y carbén duro en un periodo de 3

semanas:
mineral hierro | carbdn duro
1"semana |9t 8t
2'semana |5t 7t
3'semana |6t 4t

Existen tres proveedores diferentes que ofrecen estas materias primas. ;Cual es el

proveedor que ofrece mayor beneficio?

En la siguiente tabla se muestran los costes por tonelada de materia prima para

cada proveedor:

Ruhr AG Iron Ore AG Hard Coal and co.
mineral hierro 540 630 530
carbon duro 420 410 440

Resultado:

AN W O
9

540
*
420

8220 8950 8290

630 530
410 440

=| 5640 6020 5730
4920 5420 4940
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Las sumas son:

Sumas
Ruhr AG 18780
Iron Ore AG 20390

Hard Coal and co. |18960

Esto significa que la compania Ruhr AG es el proveedor mas econémico y por lo

tanto mas rentable.
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