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Annales S

CONTROLE CLASSANT

DE MECANIQUE DES FLUIDES

du 22 avril 2013

Sujet proposé par Christophe Josserand et Laurentakquin

* * *

Durée : 3 heures

* * *

- L'usage des cours polycopiés, des copies de trpasent, des notes de cours et des notes de
petites classes est autorisé.

- Les deux exercices et le probleme sont tous ind&plants

- Merci de rediger, d’une part les deux exercice®t d’autre part le probléme, sur des copies

séparées.
Exercice 1

L'éclatement d’'une bulle a la surface de I'eau.

Les bulles formées par exemple par le déferlemestvdgues ou la houle jouent un réle important
dans les échanges d’aérosols entre I'océan etdgihere. En effet, ces bulles remontent ensuite a
la surface et éclatent, éjectant des petites detide contenant des particules d’aérosols, qui

peuvent étre ainsi transportées sur de longuesndiss, voir figure 1.1 (a).

(a) (b)

Figure 1.1 - (a) lllustration de la formation d’'une goutteleltes de I'éclatement d’'une bulle a la surface @all
(résultats obtenus par simulation numérique). (leffandrement de la cavité laissée lorsque la batitate donne
naissance a un jet (comparaison entre une simalationérique (bas) et la visualisation expérimendaléa forme de
la cavité (haut)).
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A l'aide de l'analyse dimensionnelle, nous allohercher a déterminer la relation entre la vitesse
d’éjection du jet créé par I'effondrement de lait@formée lorsque la bulle éclate et son rayon
caractéristique.

Pour cela, nous allons considérer que lorsquella balate, elle laisse une cavité hémisphérique de

rayon R. L'effondrement de la cavité forme un jet soustion des forces capillaires et de la
gravité. On notera la densité et la viscosité catime du liquidep; et v, celles du gapy et

Vg respectivement. La gravité est ngtéet la tension de surface

1.1 - A l'aide de l'analyse dimensionnelle, déterminerdéation entre la vitesse du jet formé lors
de I'éclatement de la bulle, que I'on natg , et les sept parametres du probleme. On utilisera

P, et v, pour les grandeurs indépendantes constituant lggsufondamentales intrinseques du

probleme.

Réponse -

On a donc une relation entre 8 grandeurs :
]—“(Wjet, R.py .V .Pg Vg .9 ,y) =0

Le probléme met en jeu 3 dimensions fondamentglas {’'effet de température), donc il y a 5
parametres indépendants. La matrice aux exposaxiimensions vaut :

Wi R P V| pgVvg 9 ¥
ML OO0 1 0 100
Ll 11-3 2-3 2 1
T|-1 0 0-1 01-2-

Cette matrice est de rang 3. Comme suggéré danenté, on choisit (R,p|,v|) pour les
grandeurs indépendantes. On cherche donc 5 paemnseins dimension de la forme :

_ Ve _ b _ Vv _ g _ y
== JB y. iNlz=—== g y Ng=— 8 y Ma=— Ba,Y e=— Ba,Y
R™pptvy™ R™2pp2v) R™peve R™“ppavy R™spy v/ ®

On obtient sans difficulté :
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D’ou la relation cherchée :

1.2 -On peut considérer que l'influence du gaz extérseurla formation du jet peut étre négligée.
Montrer alors que la vitesse du je/qet, dépend de deux nombres sans dimension, le nodebre

Ohnesorge, que I'on notef@h, et le nombre de Bond, noBb, définis par:

P
1.1 Oh=v
(1.1) YR’

2
(1.2) Bo=PRY

Y
Soit :
(1.3) Wiet = "EE(Oh Bo)
Réponse -

Par hypothese, on élimine donc les parametresdiarensions dépendants des propriétés du gaz,
Soit :

R3
Wiet ‘_7{”4‘9_2’”5:&2}
Vi PV

Les parametres que I'on nous demande de faire aijygasont :

p_ 1
Oh=y, —
yR ‘/I'I5
2
Bo:—pIR 9 :m
y Ms

On peut donc écrire effectivement :

_ 2
W :v_lg(Oh:VI [o Bo:le_g]
R YR Y
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1.3 - La viscosité de I'eau étant relativement faible,abrerche la solution du probléme dans la
limite vi - 0. En supposant admis que dans cette limite laseteis jetwjet reste finie et non

nulle, montrer que :

(1.4) Wig = |—= H(Bo)

Réponse -

En remarquant que :

V_I:Oh L,
R p|R

on peut écrire la relation obtenue dans la quegtiénédente sous la forme :

. 2
Wig = |-0nG| Oh=v| [PL Bo=AIRO
PR YR Y
Y = p nR%g
Wjet= —H Oh:V| —I,BOZI—
R YR y

En supposant, comme précisé dans I'énonceliqugp, , gWijet ~ lim on oﬂ(Oh, Bo) reste finie

Soit ;

et non nulle, en éliminant la dépendance vis-&&i®©h, on obtient la relation cherchée :

. 2
Wig = |L H| Bo=R5 9
PR Y

1.4 - Déterminer la loi que I'on obtient dans la limita bon peut négliger la gravité par rapport
aux forces capillaires, soBo — 0

Réponse -
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Si I'on néglige la gravité dans la relati(h4)

/V ; Yy

Wig = |—XIlim ‘H(Bo

jet le Bo-0 ( )
Y

Wi :A T

= \ R

A=limg, , oH(Bo)

Soit ;

1.5 -Testez la validité de votre dernier résultat suidare 1.2 ci-dessous qui montrent en échelle
log-log (les unités sont arbitraires) la vitessejetuen fonction du rayon de la bulle obtenue par
simulation numérique dans le cas ou la gravitéet.

10!
o | bulle 1
a | bulle 2
100 A”Z
logw ¢
107! AAA:.
o.‘ .
oo,
‘Q
10_2 2 3 4 5 6 7
10 10 10 10 10 10
log R

Figure 1.2 -Vitesse wjg du jet en fonction du rayoR de la bulle en échelles log-log. Les résultats sbtenus par

simulations numériques réalisées en gravité nulles unités sont arbitraires ('une des bulles déksi est
hémisphérique ; l'autre est de forme un peu difféae
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Réponse -

Comme le prouve la figure ci-dessous, pour lesdgamvaleurs d&k, donc les grands valeurs du
nombre de Bond, on obtient une loi la/n/ﬁ ce qui est bien conforme au résultat obtenu dans |
guestion précédente.

10!
e | bulle 1
& | bulle 2
. — | y=038/Jx
10° A“Z
log W et * g..
107! %
10_2 2 3 4 5 6 7
10 10 10 10 10 10
log R

Figure 1.2 -Vitessewjg du jet en fonction du rayoR de la bulle en échelles log-log. Les résultats sbtenus par

simulations numériques réalisées en gravité nulls.unités sont arbitraires ('une des bulles déksiest
hémisphérique ; l'autre est de forme un peu difféae

1.6 -Dans l'autre limite, celle ou I'on peut négligertémsion de surface, donc pour Bo- o,

montrer que I'on obtient :

(1.5) Wier =B/ Rg

ou B est une constante.

Réponse -
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En repartant de la relatidt.4):

- 2
Wig = |L H| Bo=P X8|
PR Y

on voit que I'élimination de l'influence de la teos de surface impose que :
_ 2 2
—_— H(BO:M} Bo- |PR%Y

Y Y
On obtient dans ce cas :

2
_ / y /le g _
Wigt = X xconst. = B\/Rg
= pR y

Exercice 2

Dispersion de petites particules dans un écoulemeturbulent

Il s'agit d'étudier la dispersion de petites patés dans un écoulement turbulent.

Conformément a la figur.1 (a) ci-dessous, a l'instarit=0 on considere deux particules de tres

petites tailles localisées exXy, X, (par exemple, deux fines gouttelettes produitedgprocessus

d’échange atmosphére-océan décrit dans I'exeraiéeedent). Ces particules sont plongées dans

une turbulence que I'on supposera isotrope et g@@sse moyenne. A l'instamnt=0, on suppose

gu’elles sont séparées d'une dista@guﬁz —ﬁjﬂ <<ly ou Iy désigne la taille des plus grandes

structures du mouvement turbulent ou s’effectugdttion de I'énergie de cette turbulence.

On souhaitaéterminer I'écart quadratique moyen :

(2.1) 3(t) =(8( Xy X it = || x(X 50t =x(X1.t) >

de ces particules a tout instantou (.) désigne une moyenne sur un grand ensemble de tels

couples de particules.
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logd
+(x,) 1
log /) 1
3(X)X,01)
28]
3, E(gl”) logn 1
X >

logt
Figure 2.1 —Dispersion lagrangienne de deux petites particdiss un écoulement turbulent : (a) définitions, (b)
résultats.

Les résultats de mesures dél) sont reportés sur la figuizl (b) sous forme schématique et en

échelle log-log (les unités sont arbitraires). Qserve que poun << 6(t) <<ly, ol n désigne la

plus petite échelle du mouvement turbulent (I'éiehele Kolmogorov), la loi obtenue est de la
forme :

(2.2) 5(t) ~ 13?2

Cette loi porte le nom dei de Richardson C’est une loi de dispersion dite « anormale »etiar
différe notablement de la loi « en racine carre’(e»yz) qui caractérise les processus usuels de
dispersion et de diffusion moléculaire pilotés pes effets de marche aléatoire de molécules
indépendantes.

2.1 - En appliquant les principes de la théorie phénaiogique de Richardson-Kolmogorov,
démontrer au moyen d’une analyse dimensionnell [2.2).

Réponse -

Il faut introduire la quantité physique clef quirpeet de décrire le processus interne dynamique qui
caractérise la turbulence est le taux de dissipgiay unité de massg).

Sa dimension est celle d’'une vitesse au cube sitamgueur :

Dans ce probleme, il y deux dimensions fondamesitddelongueurl et le tempsl . On cherche
une relation du type :
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f(é,t,ﬁo) =0
Soit pour la matrice des exposants aux dimensions :

6t€0
LI10 2
T|0O1-3

Le rang vaut 2, donc on trouve une relation du type

M= E = const.
eJth
On obtient:
L (1=2a 1.3
— a:_’B:_
T|0=-+PB 2 2
Soit ;

0= cons:t.xajo/zty2

2.2 - Expliquer pourquoi, comme tracé sur la fig@d (b), on récupere une loi usuelle, du type

3(t) ~t¥2 lorsqued(t) >>1qy ?

Réponse -

13

Quand 6(t) >> |, les deux particules sont transportées par deveneent turbulents dont les plus

grandes échelles sont maintenant indépendantes &bdht donc soumises a une marche aléatoire
correspondante a un mouvement Brownien, mais degenatacroscopique. On retrouve alors une

loi de dispersion « normale », aft , dont le coefficient est maintenant de nature oEgopique.
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Probleme

Réchauffement d’un fluide par frottement

Nous allons étudier dans ce probléme le champrdpérature qui s’établit dans un fluide a cause
de I'’échauffement provenant du frottement visqueux.

3.1. Formulation du probleme

» Enoncé

Conformément a la figur€3.1) ci-dessous on considere un fluide newtonien, imessible
homogene non pesant de masse volumigugans un semi espace>0 au dessus d’'une plaque

plane située enz=0, de trés grande extension, en mouvement de ttemslaniforme de
vitessergx. La pression du fluide au repos gs§. On supposera que la viscosité dynamique

v =n/p, la conductibilité thermiqué et la chaleur spécifique du fluide sont des constantes et
indépendantes de la température. On notera le icieeff de diffusion thermiquex tel que
K =pcx . On négligera les forces de volume ainsi que teatece volumique de chaleur.

On considérera I'écoulemehtdimensionneldans le planOxz créé par le déplacement horizontal

de la plaque. On supposera la plaque infinimenguenet I'on supposera alors que les différents
champs de I'écoulement sont invariants dans |z tine e :

(3.1.1) p(x.t)=p
Par ailleurs, la plaque est suppossgherme, maintenue a température constamge; le fluide
guant a lui est chauffé par le frottement visquieabiit par I'écoulement.

> Equations

Ces champs sont solutions des équations suivantes :
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divu=0
du_ ,du _
(3.1.2) P =P( 5 *0u-u)=-grad p+nAu
pc%—{zpc(a—r+g rad T )=2nd:d+KAT
P»Poazzo
€= =Ty u(z,t)
T—gl,x - =

Figure 3.1 - Ecoulement de fluide incompressible homogéne asuded’une plaque plane en translation (premier
probléme de Stokes). La plaque est supposée isather

3.1 - Les champs dynamiqueas et p sont découplés du champ de tempérafliteExpliquer

pourquoi. L'inverse est-il vrai ?

Réponse -

La masse volumiquep ainsi que la viscosité dynamique de cisaillem@ntétant constante,

'équation de la dynamique est indépendante derfgpératurel . Par contre, le terme d’advection
u.gradT et le terme2n d:d qui traduit la production de chaleur due au froget visqueux

rendent le champ de température dépendant du ctamigesse.

3.1 - Sauf contre indication, on utilisera dans la suite probléme le champ de variation de
température :

(3.1.3) T'(zt)=T(zt)-To

Ecrire les conditions aux limites que doivent datie le champ de vitessg(zt) et le champ de

variation de la températuf@'(zt) sur la plaqugz=0).
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Réponse -

Sur la plague, on a les conditions aux limites soiies :

u(z=0,t)=Uq -adhérence _
T'(z=0,t)=0 -plague isotherme

3.3 -Quelle équation du systeni®1.2)est alors automatiquement satisfaite ?

Réponse -
L’équation de continuité :

divu:@+a—W=O,
- O0X 0z

avecu = u(z,t) et w=0, est automatiguement satisfaite.

3.4 -Montrer que dans le cadre de ces hypothéses, thnsg€3.1.2)se ramene a :

u_, 0%
ot 92
(3.1.4) 0z ,
dT'_v(duj °T"
— == — | tX—=
ot cldz P
Réponse -

16

En remplacant le champ de vitesse par sa formualgB8al.1) g:u(z,t)gx dans la premiére

équation(3.1.2) on trouve que le terme d’advectiaiu.u s’annule exactement. En effet, on a :

DH'EZ%(gx D92) -(ng) :u%(gx Dgz) & = 0
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Aprés projection seloe, ete_, il reste :

ou_ 10p 02U
— =T 4y —
ot pox 972
_1lop

p 0z

0=

La pression étant invariante selon la direction

@:ap(z — oo,t) :apo =0
0X 0X 0x

D’ou la premiére équatiofB.1.4)

En remplacant dans I'équation thermiqdel.2) le champ de température par celui des écarts de
températurg3.1.3) on trouve aussi que le terme d’advectionTdes’annule exactement. En effet,
ona:

Pour le terme de dissipatidim d:d, le tenseur des taux de déformation s’écrit :

d ;%(QD%*%D@J)

Soit ;

2
212=1(% (e Des+esley):(esdestesTe)
2

o

z

:i(%} [ (ng§3)_:(§1D e4)+(e30 E])_Z(E Je)+ e e 3_1(9 e
= i

Donc :
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2
€= an;g:n(%)
== dz

L’équation de bilan thermique se raméne donc a :
ar :x(ﬁf o 0T
ot cldz 972

Au bilan on obtient :

D'ou :

aT _ v(duj2+ 02T
o c

dz) "o

Cela correspond a la seconde équatioh.4)

18

Dans la suite, nous allons étudier tour a tour dsiiMations particulieres : dtoulement
permanent de Couette planobtenu lorsque I'on ajoute une plaque fixe au deskkula plague en

mouvement, et écoulement instationnaire de Stoke®btenu lorsque rien de vient perturber le
mouvement du fluide provoqué par celui de la plagoile (premier probleme de Stokes).

3.2. Ecoulement permanent de Couette plan

Nous considérons ici que I'écoulement est confiméeda plaque isotherme en translation située en

z=0 décrite ci-dessust une seconde plague maintenue au repos, située Bn Conformément a

la figure 3.2, I'écoulement de Couette plamorrespond a I'écoulement permanent obtenu sur des
temps trés grands devant le temps visqueephz/v nécessaire pour que le mouvement du fluide
induit par le mouvement de la plaque mobile site@ez=0 se propage jusqu’a la plaque

supérieure, située en=h.



Annales 19

Comme indiqué sur la figur8.2 (a) on fera I'hypothese que la plague située 2ah est
thermiquement isolantec’est a dire que le flux de chaleur s’annule stitregelaque.

» T .
h T=T oT oz =0
VoY _ -
Uy Uy

Figure 3.2 - Profils de vitesse dans un écoulement entre urguelanobile et une plaque immobile paralléle : (a)
régime instationnaire < h2/v , (b) régime stationnairé >> h2/v : écoulement de Couette. La plaque inférieure est
supposée isotherme ; la plaque supérieure est sépjenlante.

3.5 -Ecrire les conditions aux limites que satisfanét T' sur la plague supérieure err h.
Réponse -

Ces conditions s’écrivent :

u(ht)=0, %(h,t):o

3.6 -On chercheu(z) et T'(z) correspondant a I'écoulement de Couette perma@enintroduit

pour cela les variables adimensionnées :

(3.2.1) 2=2 =Y 70l
Ug U

>IN

2
0

Montrer que le systeme d’équatiqi®sl.4)s’écrit en variables adimensionnelles :

-
M:O
07"
(3.2.2) 2
Prd—E +a—T:O
dz) = 57°
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ou Pr=v/x estle nombre de Prandtl.

Réponse -

On introduit(3.2.1)dans les équation8.1.4) dans lesquelles on aura supprimé au préalable les
termes instationnaires. Pour I'équationud®n obtient immédiatement la premiére équafia.2)
Pour I'équation dél' ', on obtient :

—\2 _
0=| YU (d—J o[ xug o1
ch? |l dz ch? | 572

D’ou, apres simplification, la seconde équaii8r2.2)

3.7 -Ecrire 'ensemble des conditions aux limites p@srVariables adimensionnées.

Réponse -
Ces conditions aux limites sont :

- Pour la vitesse :

- Pour la température :

3.8 -Calculer le champ de vitesse et le champ des éatismpérature.
Réponse -

Pour le champ de vitesse on doit résoudre :

Cela donne immédiatement :
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ou —=\ =
—_:A:>u(z):Az+B
0z
u(0)=1=>B=1
u(l)=0= A+B=0= A=-B=-1
Soit ;

Soit compte tenu de la solution obtenue pour

o
Pr+a%: 0
0z

En intégrant :

Soit :

21
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3.9 -Tracer sur une méme figure les profils dimensiondel la vitessel(z) et de la température

T(z).

Réponse :

UZ
To+. Y0 pr
2 ¢

C— u:U(); [ —> T:]b+

o |
~|

3.10 -En déduire finalement que I'élévation de tempémsur la plaque située err h vaut :

Prug
2c

(3.2.3) T'=T(z=h)-T(z=0)=

Réponse -

La solution précédente donne :

Soit :

D’ou la relation(3.2.3)
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3.11 -Calculer cette élévation de températiireen degrés Celsius pour de l'air, tel gae= 0.7
¢=1000J kg~1.K ™. On considérera deux valeurs de la vitddge

(a) Ug =10mst

(b) Ug =100ms™*

Réponse -

Pourlacaga): T' :M =0.03K
210°

Pourlacagb) : T' :M =3.5K
210°

3.12 -On rappelle que les critéres de validité de I'agpnation du fluide incompressible sont :

2
(3.2.4) Mg <<1
a3T|<<1

ou a désigne le coefficient de dilatation thermiquebe®. Vérifier que pour l'air dans les
conditions ambiantes, ou la vitesse du son vzglaut300*ns_1 et olio =107 2K ™1, ces deux critéres

sont respectés méme pour le (@s

Réponse -

Pour co=3OOms_1, Ug =100ms ™1, on obtient Mg =U§/c§=0.1 ce qui correspond a la limite
extréme du premier crit&(8.2.4) Pour|3T|=3.5K , =103k, on obtient:a|3T]| =3.5103<< 1

Les effets de dilatation volumique sont donc égaleinmégligeables. On en conclut que méme dans
ce cas extrémdb), le réchauffement du fluide par le frottement menet pas en question
I’hypothese du fluide incompressible.
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3.3. Premier probléme de Stokes : solution autosdatable pour la
température

On revient ici au premier probleme de Stokes ersid@nant de nouveau qu’'a l'instaht 0, la
plague, située en erz=0 est mise en mouvement avec une vitebgge, dans un fluide

initialement au repos. Le fluide situé dans le domasemi-infini (0€z<w) est mis

progressivement en mouvement par le frottementcduement et le champ de température sont

donc maintenant instationnaires. Le champ de teatynér est supposeé initialement homogene, de
valeur Ty . On supposera aussi que la température gardevedtta a tout instant em — oo.

Conformément a la figue.3 la plague en mouvement em=0 est maintenant supposée
thermiquement isolante et non plus isotherme comme dans le paragradhdu probléme.

papOaT()’g:O
€3,z 6T/aZ:0 u(Z,t)
2Lx =

Figure 3.3 —Premier probleme de Stokes pour le cas d’'une plpue isolante.

3.13 -On recherche une solution autosemblable du systégeationg3.1.4)que nous réécrivons
de nouveau ci-dessous :

u_, 0%

(3.3.1) o o
a_T:X(%j2+ ﬁ
ot cldz 97>

Rappel

Le probléme dynamique constitué par les équations :
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ou _ 0°u

Er

u(z,t=0)=0 -conditioninitiale’
u(z=0,t)=Uq -adhérence
u(z=co,t)=0 -repos

(3.3.2)

a été traité au chapitt®d, paragraphd0.7. Comme montré alors, la recherche d’'une solutigdosemblable
aboutit a :

- -z
(3.3.3) u_o_f(”_ﬁj’

gui met en lumiere la variable de similitude :

(3.3.4) n(zt) Eﬁ

En remplacan{3.3.3) dans I'équation de la dynamiqy®.3.2) on avait abouti a I'équation différentielle
ordinaire :

f'+nf =
£(0)=1f(w)=0

(3.3.5)

dont la solution est :
(3.3.6) u=Upf(n),
ou :

f(n)zl—erf(%n)

(3.3.7)
erf (x) =%J-;(e_zzdﬁ

Fin du rappel
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En appliguant de nouveau la technique de rechealtiee solution autosemblable au probleme
thermique & sept parameétrgs', z,t,u,v c x)

aT'_v(duj2 3T
LA g

ot cldz 972

(3.3.8) T'(zt=0)=0  -condition initiale
T'(z > c0,t)=0 -fluide isotherme & I'w

al(z: 0,t)=0 -paroi isolante
0z

avec u défini par la solution autosemblak{®3.6) montrer que I‘'on aboutit a une solution de la
forme :

UZ
(3.3.9) T':Toh( n,Pr)

oun= Z/\/W deésigne la variable de similitude dynami¢8e3.4)

Réponse -

On considerde probléme thermique (3.3.8)On applique sur ce systéme la démarche vue a8 cou
pour la recherche d’une solution autosemblable.

On procéde selon 3 étapes :

Etape 1: on applique a l'ensemble des variables et paramédu probleme, a savoir
(T YzZ,t,uv ,c,x) , le changement de variables correspondantrataformation affine suivante :

T'=aT,z=bzt=ct,u=di,v=ev,c=fE&x=0%

ou (a,b, c,d,e,f ,g) désignent sept facteurs multiplicatifs arbitrailes probléme3.3.8)devient :
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adr’ _ ed? 2(@)2 , 92,07
c ot fp2cldz b2 " 9z2
aT'(z,t=0)=0 - condition initiale
aT'(z > 0,t)=0  -fluide isotherme & I'eo

Eai(z=0,t)= O  -paroi isolante
b oz

Etape 2 - En s’appuyant sur l@rincipe d’invariance dimensionnelle on cherche parmi les
groupes de transformation multiplicatifg,b,c,d e, f ,g) ceux qui laissent le probléme initial

(3.3.8)invariant dans cette transformation. On voit immaéelinent a partir du systeme d’équations
précédent que cette classe de transformation®fsiedpar les deux relations suivantes :

Remarque -
On note que les conditions initiales ne procurecuae condition sur les éléments du groupe deftianation.

De deux égalités ci-dessus on déduit deux condition

2
b2 :gc,a=i
fg

On a donc 5 facteurs libres et 2 facteurs liédgmdeux relations ci-dessus.

Etape 3 - Toujours selon leprincipe d’invariance dimensionnellg si f(T Y zZ,t,uv ,c,x): 0
désigne la solution du probleme initial, aprés iapibn de cette transformation, alors :

#lo=T 222
a

<

I
ol<

™

I
—hlo

olN
o |~
o|c
S
1l
Q >
N—
1]
o

Si I'on choisit alorgour lescing facteurs libres:

c=t,d=u,e=v,f =c,g=¥,

alors les deux facteurs liés restamtet b, vérifient :
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La solution obtenue aprées application du grouptatesformation vérifie donc :

~ T' z
f )_;1,1,1,1,1 = (
( Pruz/c \/ﬁ )
Soit :

2
u Y4
T'=Pr—g(—
—9(—=)

I

En remarquant quez/,/xt =</Prz/~/vt =</Prn, et tenant compte de la solution dynamique
(3.3.6) on peut bien mettre cette solution sous la foderaandée :

2
T':UTOh(r],Pr)

avec

h(n,Pr) = Prfz(n)g(ﬁrn)

3.14 -Montrer que I'on peut ramener ainsi le problemertiigue(3.3.8)a I'équation différentielle
ordinaire :

h"+2Pmh Prf 2= C
(3.3.10) h(e,Pr)=0
h'(0,Pr)= 0

Réponse-

On obtient successivement :
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on__1n
a2t
on_1_n
0z vt z
oT'__aUgn,,
ot 2 c t
oT'_Ug 1 ..
0z ¢ Jvt
T _Ug1,
022 ¢ ut
(6uj2 21 .0
—| =ug=t
0z vt

En remplacant cela dans le systg@&.8) on obtient, apres simplifications :

hu%thwpnzzo
h(oo, PI’) = 0 -condition initiale et fluide isotherme & I'e

h'(0,Pr)= 0 -paroi isolante

3.15 - Intégrer cette équation en tenant compté3de7)et en déduire que le flux de chaleur admet

pour expression :

2
n 1. 1.)\2
—-Pr —| 1= Prs
(3311) h'(n):—ipre 4J‘ne 2( 2 d ds
Tt 0
Réponse-
La solution de I'équation homoge(®3.10)est :
n 1 2
e—ZPrr]

h"+%Prnh':0:> h—,:—; Pm = lodh I:_% Pr]2+const = h =A

On cherche donc une solution de la forme (variadi®ta constante) :
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h=A(n)e 4 "
Soit :
_Ep 2
h"=] A'(n)—%Prn A(n) e 4 ™
Donc :
1 2 -5 Pm’ 2
h*+2Pmh Prf <= A(n)e ¢ + Prf “= (
Soit :
Loy 2
A'(n)=-Prf 24"
Dol :

1p,2
A(n)==Pr| f 264" ds+const.

La solution cherchée est donc de la forme :

1 2 1 2
—=Pr =~ Pm<©ds
h'(n)=-Pre 4 I(;]f 2e4"" s+ const,

Compte tenu dé3.3.7) :

Ainsi :
2

_1 ~Y1-1lpps?
h'(ﬂ):—%Pre 4t J}Te 2(1 2Prjs ds+ const

La condition :h'(0) = 0 implique const. = 0. Soit :

i(n)=-Lpre s Mg A2
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3.16 —Si I'on rajoute a un instant donné une secondeuglan z = h, peut-on envisager d’obtenir
une solution autosemblable. Justifier votre réponse

Réponse-

Si on introduit dans le probléme une échelle dgleur extérieure, ici la hautetr comme sur la
figure 3.2 (a) on ne peut plus décrire I'écoulement seulenanimoyen d’une combinaison des
deux variables indépendanteset t. Le comportement de I'’écoulement, [0z ne peut plus étre
autosemblable.

Commentaire final

On retiendra de cela que pour les fluides newt@jishle systéme n’est pas isolé, la production de
chaleur par dissipation visqueuse induit en géragalaibles variations de la température ces
variations étant compatibles avec I'hypothése diddl incompressible. Les écarts de température
induits par les frottements peuvent devenir impugaans deux cas :

v dans le cas des liquides huileux, du fait de lgmasnds nombres de Prandtl (d’ou la nécessité
d’'une bonne régulation thermique dans les systémbei$iants fortement sollicités) ;

v dans le cas des fluides newtoniens, des lors quendre de Mach devient non négligeable.
Dans ce dernier cas, les hypotheses de notre eagfftiide incompressible homogéne) ne sont,
certes, plus applicables, mais le principe restemi@&me : I'énergie interne résultant de la
transformation irréversible de I'énergie cinéticere chaleur par la dissipation visqueuse, doit étre
évacuée, sinon la température du fluide s’éleviestonditions d’'un écoulement stationnaire ne
sont plus vérifiées.

Une application classique est celui des souffleri&nergie produite par le moteur qui fait cireul

le fluide d’une soufflerie en circuit fermé s’accula dans le fluide. Elle doit étre évacuée. Tam qu
la vitesse de l'air produite correspond a de faillembres de Mach, cela se fait naturellement par
réchauffement de I'air de la piéce via la diffustbhermique a travers les parois de la soufflera. P
contre, si la machine produit des écoulements aebn® de Mach non négligeables, comme dans
les souffleries utilisées pour étudier les aviamse régulation thermique de l'air doit alors étre
intégrée dans le circuit. A titre d’exemple, unefflerie en circuit fermé capable d’engendrer une
circulation d’air stationnaire et de bonne quatitns un conduite de 1 métre de diametre pour
'étude de maquette d’avions en vol de croisierenfdpres de Mach 1doit développer une
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puissance d’environ 3MW (!). La présence d’uneautétipn thermique capable d’évacuer I'énergie
correspondante constitue alors I'un des organensks de ce type de machine.
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CONTROLE CLASSANT

DE MECANIQUE DES FLUIDES
du 28 avril 2014

Sujet proposé par Carlo Cossu et Laurent Jacquin

* k% *

Durée : 3 heures

* k% *

- L'usage des cours polycopiés, des copies des sparents, des notes de cours et des notes de
petites classes est autorisé.
- Merci de rédiger la question de cours et le prerar probleme sur des _copies colorées

- Merci de réediger le second probléme sur des cogidlanches.

Une question de cours

La tornade

Figure 1 —Une tornade.

La figure ci-dessus reproduit une figure du chapli4 du cours polycopié introduite pour illustrer
'une des situations admissibles par les lois demHeltz pour les lignes de vorticité. Décrire au
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moyen d'un schéma le comportement des lignes déciér constituant le tube de vorticité
représentant cette tornade dans la région proclseldat justifier ce schéma.

Réponse -

La premiére loi de Helmholtz stipule que la cirtigla du tube de vorticité que constitue la tornade
doit étre identique quelle que soit I'altitude. Blaiu contact du sol la condition d’adhérence annule
la vitesse. Comme schématisé ci-dessous, le tulertieité doit donc s’évaser au fur et a mesure
gue I'on s’approche du sol, jusqu’a I'infini au ¢aat de ce dernier.

W

Probleme 1

La vaporisation d’'une goutte

Les deux parties du probleme sont indépendantes

Avant-propos -

Une question pratique a laquelle ce probléme vppbier un élément de réponse est la suivante :
est-ce que de I'eau liquide, sous forme de goupest atteindre le foyer d’un incendie sans étre
totalement vaporisée ? On considere alors le gnoblsous la forme énoncée ci-dessous, a savoir
celui de la recherche du temps de vie d’'une pgtitéte sphérique plongée dans une atmosphere de
températurel,, supérieure a la température de vaporisation didkq

Fin de l'avant-propos
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Conformément a léigure 2 ci-dessous,on considére une goutte sphérique de liquide rmaeo
de rayon initialr, plongée a un instant initial dans de l'air sec,rapos, de températurg,

supérieure a la température de vaporisafigh du liquide.

On cherche a caractériser au moyen de l'analyserdiionnelle (partie 1 du probleme) et de
maniere analytique (partie 2 du probleme) le tem@svie tf,5 au bout duquel la goutte est

complétement vaporisée.

a b

(@) @ vapeur (®)
To(r - ©)=T, @ liquide
pp=const. AT p = const.
P2<<p1 . u =0
c=const. ; Ty = Tyap = CONSL.

K = const.

u(r,t)e

~

z(t)

Figure 2 - (a) Une goutte posée, (b) vaporisation d'une gapteerique libre : définitions.

On effectue pour cela les hypothéses suivantes :

H1 - On suppose que le liquide a lintérieur de latgoest au repos, soiy =0, que sa masse
volumique p, est constante et que sa température est égaléeanf@@rature de vaporisation du

liquide que I'on NoteT, 5, , SOt Ty =Ty 55

H2 - On admet que la vapetiorme avec l'air ungaz incompressible et homogéne a pression
constante, de masse volumigpe constante, de capacité calorifique et de conductivitéK

constantes. On suppose que la masse volumiqueghiz @st tres petite devant celle du liquide, soit
P2 <<P1.

H3 - On néglige les forces de volume, la productiorurotiue de chaleur, les effets de la viscosité
et les effets de tension interfaciale.

Partie 1 - Analyse dimensionnelle

On peut considérer que le temps de vaporisatioliqdide t,,, ne dépend des températures du

problemeT,, et Tuap gu’a travers un parametre sans dimension qui esbaéfficient de transfert
thermiquedéfini par :
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® Br =—C(T°°L_Tvap)

vap

Ce nombre sans dimension représente la proporédigergie spécifique apportée a la surface de
la goutte par rapport a la chaleur latente de vsaton, que I'on noteyap , qui est nécessaire pour

obtenir le changement de phase du liquide. Cetbpgsition sera démontrée dans la deuxiéme
partie du probleme.

Question 1 -Montrer au moyen du théorénfie de Vaschy-Buckingham que le temps de vie
tfina d€ la goutte et son rayon initig] vérifient une relation du type :

(2 g = Alg f (Br)

ou A est une fonction des parameétres thermodynamiqutessaque les températures, fonction que
I'on déterminera.

Réponse -

En listant les parametres du probleme on chercheelation du type :
f(tﬁnal 10,P1,C, K'BT) =0

Conformément a I'énonce les températures sontgpegiompte dans le dernier parametre qui est
sans dimension. On peut retenir aussi la massenglie constante du g, . Mais cela ferait

apparaitre le rapport des masses volumiguép, qui est supposé négligeable. Les dimensions de
c et K sont respectivement :

[c]=dkg K =L?T2K™
[K]=w.mlKk™t=m.LT3k™?

La matrice des exposants aux dimensions est donc :

tfina fo P1 C K

M O 0O 1 O 1
L O 1 -3 2 1
T 1 0O 0 -2 -3
K 0 0O 0 -1 -1

C’est une matrice de rang 4. Il y a ddiie 4= 1 paramétre sans dimension. Il vaut :
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— tfinal
o'k’
Soit :
0=pB+d
O=a-P+2+d a=2
1=-2y-D B=y=-06=1
0=-y-0
D’ou :

C
Linal :%rozf (Br)

La constanté vaut donc :

A:%
K

Sa dimension esh™.s.

Question 2 - Application

La résolution analytigue menée dans la deuxiémiepadw probleme aboutit a la fonctioh(BT)
suivante:

1

() 1:(BT)=2log( 1+Br )

ou By est défini en(1). On considere alors le cas d'une goutte d’eauidmétre égal arBm
plongée dans de l'air a la pression atmosphériqur ld température vaut, =100K (situation
typique pour un incendie). Les tables thermodynaesglonnent les valeurs suivantes :

v" Pour I'eau a la pression atmosphérique :

Tyap = 373K
py (10CPC) = 958g m™>

Lyap = 2257kJ kg™

v" Pour I'air a la pression atmosphérique et a ungésature del00K
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c=1142J kgt K1
K =0.0675Wm 1K1

Calculer le temps de vaporisatidg,; . Commentez votre résultat en regard de |'objedéf

I'exercice décrit dans I'avant-propos.

Réponse -

L’énergie spécifique apportée a la surface de ldatgovaut :
¢(Teo ~Tyap) =1142( 1006~ 37p= 71RI kg™
Le coefficient de transfert thermique vaut donc :

_ C(Too _Tvap) _ 716

= =—2-0.317
& Lap 2257

Soit pour la fonction f (B )

1 1

“Zlog(1+B; ) 2<log 131 T

f(Br)

Le temps de vaporisation vaut donc :

2
_P1Crg

_ 958x 114% 10°
Lfinal = K =

0.0675

x4.18= 6&= In

f(Br)

On voit que ce temps caractéristique est relativeni@ng, ce qui augure de lefficacité de
'aspersion d’un incendie telle qu’on la pratique.

Partie 2 - Résolution analytique

La solution analytique de ce probleme s’obtientésolvant les équations de bilan local de la masse
et de I'énergie.

Rappel -

On rappelle que la forme générale des équationiilde local pour une quantité quelcongoue
caractérisant un écoulement en présence d’unerdisadeé est :
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(a) %+div( pbOu ) =pf, +dive,

(b) [PoO(u-W)-@, J=0

(4)

Dans la premiére équatiof), désigne la densité massique des sources volumégies et @, le
flux qui caractérise les sources surfaciques dietsité volumiqueb. Dans la seconde équation,
[ (.)] désigne le saut de la quantité) a travers la surface de discontinuité Vétdésigne la

célérité de cette surface (afydre 2b).

Fin du rappel

Question 3 — Conservation de la masse

Ecrire les deux équations de bilan de masse isk(@3

Réponse -

On appliqug4) pourb=1, f, =@, =0. La premiere équation est I'équation de continuité
op .
—+div(pu)=0
o +dv(ey)

La relation de saut devient quant a elle :

[ p(u-w)]=0

Question 4 - Vitesse du gaz

En se référant a lagure 2(b), la discontinuité est 'interface sphérique liquidvapeuz et cette
derniere se contracte avec la vitesse radiale :

(5) W =We, =r1 €, = vitesse de propagation de I'interface

Montrer que les deux équations de bilan de mass@des dans la question précédente aboutissent
pour la vitesse du gaz(r,t) a la relation :
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0
_ P \l1r
(6) u(r,t)—(l——l)l—2
P2 " r
. 1 0r2A
Nota - On rappelle qu'en coordonnées sphérigdie A(r) ) = S
r

Réponse -

En appliquant I'équation de continuité au gaz sspdmwmogene, cf. hypothdd@, on obtient :
ap . . 1d, »
+div(pou) =podivu=pr,——(r“u)=0
7éat (P2u)=p2 P2 (reu)
Soit :

u(r,t)= cons;.(t)

Compte tenu des définitions defigure 2 (b), le saut err =r; vaut :

[ p(u-W) [=p2[ u(rs,t)-W ]-ps[ 0-W ]

ou I'on a tenu compte du fait que le liquide estepps, cf. hypothéddl, il reste :
[ p(u-W) J=pau(r.t)+( p1=p2 )W

Soit, apres projection selag) :
pau(r,t)+( pr—p2 )W =0

D’ou la relation :

(1-Pyw=(1-PL )i,
() = (12 Jw=(1-22)

Soit pour la constante apparaissant dans la solded’équation de continuiteé :

conStZ-(t) :( 1—ﬂ )rll = const.(t) :( 1_ﬂ )r %r'l
ry P2 0,

D’ou la solution :
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(1-81)C 2
P2 r

u(r,t)

Question 5 — Bilan d’énergie

La forme d’énergie qu’il convient de considérer slaa probleme est I'enthalpie d’arrét
spécifigue que nous avons ndtédans le cours :

(7) htEh+;u2:e+§+

ou h désigne I'enthalpie spécifique, I'énergie interne spécifique & I'énergie totale spécifique.
L’équation de bilan local de I'enthalpie d’arrétésgique n’est pas donnée sous forme explicite
dans le cours écrit, mais elle se ramene a cella dadarge totaldd en I'absence de force de
volume, comme c’est le cas ici, cf. hypotheéte. On a donc :

(8) pﬂ =p dH

& E:r+dlv(£.g—9)+—

On identifie dans le second membre : la densitéma@ue de taux d’échange de chaleurle
tenseur des contraintes visqueusete flux de chaleuq et la pressiorp .

On effectue a ce stade une derniere hypothesd)yphése quasi-statique

ohy _0p _

H4 - On néglige les effets instationnaires dans lenldiénergie ci-dessusoit Fralaien

Dans la mesure ou I'on néglige par ailleurs legaaivolumiqgues de chaleur et les effets visqueux,
cf. hypothesesi3, I'équation(8) se réduit a :

% =—di
9) p ot divg

5.1 -Que devient alors la relation de s&tb) pourb=h ?

Réponse -

On pose dan@-b) : b=h;, @ = Py, =-(, soit :
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[ ph(u-W)+g]=0

5.2 -Déduire de la relation de saut obtenue ci-dessadeyflux de chaleuqz(rl) dans le gaz au
contact du liquide vérifie :

(10) Q2(f1):‘K?j—-rr(r1): pl':l(h[ 2—hy)

ou K désigne la conductivité du gaz.

Remarque -On note dorénavaiit la température du gaz pour alléger le formalisme.

Réponse -

La relation de saudbtenueci-dessusnéne a :
[ ph(u-W)+q =] pah[ u(rt)-W ] +a, |-[ paha(0-W)+g, ] =0

On a91~gradT:0 puisque le liquide newtonien est supposé de testymér constante, cf.
HypothéseH1. Soit :

p2ha[ u(rpt)-W J+ay(r) +psh W =0

En projetant cette relation sela et en remplagcanti par son expressio(6) et W par r'1, il
vient :

o (r1) =—p2h u(rypt) = (P 1P A ;)rll

=-py( 1_% )ht2':1_(p1ht1_p2h[ Z)r'l

=—py( htl_hIZ)':l

Donc en définitive, puisque le gaz est un fluidetomien :

a2 (1) =‘K?j—:(f1) =P rll(ht 2~ h 1)
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Question 6 — Solution

En toute géneralité, la difference d’enthalpigs—h4 doit assurer le réchauffement du liquide, de
sa température initial®, a sa température de vaporisatm;ap, ainsi que le changement de phase

qui absorbe la chaleur latente de vaporisatipg, . Ayant supposé qué =Tvap cf. hypothesédil,

il reste donc :

(11) ho —hy=Lyap

En posanthy =cT ou c désigne la capacité calorifique du gaz suppos@éstaote, compte tenu des
éguations(9), (10) et(11), nous sommes donc amenés a résoudre, dans:le gaz

dT _ . 1 dr2q2
pZUCW——dlv( o )——r—2 P
daT .
(12) QZ(rl):_KW: P1 M lyap
T(r - o)=T,
T(r=n =Tyap

ou l'on a tenu compte de I'hypothése quasi-statitide et des conditions aux limites sur la
température dans le gaz.

6.1 Calcul intermédiaire

Montrer que la premiere eéquation du systéme citess raméene a I’équation :

(13) r2q2+p2(1—% )r frllcTzconst.
2

avec, en exploitant la conditiguy /p; <<1:

(14) const. =py 1y 1 Lyap —C Tyap )

Réponse -

En remplacant dans la premiéere équafi®?) u par son expresside), il vient :
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1d pl —_ 1d
_ZE[ o(1-2)r r1cT] —Zd—(r q2)
Soit :
1d ) P14y, 2 _
——r + 1-— )r 4r1cT [=0
r2dr[ O + P2 Pz) 1 ]
D'ou :
r2ay +p,( 1 sz )rlrlcT const.

qui est I'expression demandée (@3). La constante doit étre évaluée sur la surfada deutte, en
r =r,. Soit, en tenant compte de la deuxieme equdlibpqui définit le flux a l'interface :

r2p1 I:1Lvap+p2( gl )r 1r1chap—const
2. P2(4_P1 _
prri 11 Lygp +=2(1-F )cTyqp | = const.
P1 P2

Soit pourp,y/py<<1:

const. = py 1 r1(L ~CTyap )

qui est I'expression demandée(@#).

6.2 Loi d’échelle « err 2

Montrer que l'intégration d€l3) méne a la loi :

(15) 2 =ré - At

connue sous le nom de loi «eh», ol la constanta vaut :
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1 2K g 1 ST o)
plc Lvap
Br

et ou I'on retrouve lecoefficient de transfert thermique By introduit dans la premiére partie,
cf. (1).

Réponse -

En posant dans I'équatioid3) g, =-K dT/dr et en remplacant la constante par son expression
(14), on obtient successivement :

dT
‘rde—"‘pZ( - )r 1r10T P1r1 r1( Lvap =€ Tvap )
r P2

ar 1 p p
E Ep [ 2(1 pi)CT (Lvap_CTvap)]

Soit, puisquep, /py <<1 :

ar _ 1 _r2: Lyap
—=—-—p1—ric( T+ T
ar Kplrz ( = vap)
*
=

En posant, comme indiqué :

On doit donc intégrer :

dT——iprzrllcT+T*
K 11 I’2

dr

Soit :
dT ——iprzrllci
T+T K TP

K dlog( T+T" ):plr%r.lcd(

)

S e
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K log ( M )=pyr Zrac(

1 1
L1
Tvap * 1

-

Pourr —» o, T =T, , on obtient :

K log( To¥T ):—plrlrllc

Tuap +T

On a ainsi :

. . + *
i =201 =20 log( LR )
pP1C Tyap tT

En rempla(;anﬂ'* par son expressio‘ﬁ* :ﬂ—Tvap, cela donne :
c

L

' I =t ~Tva -
: ® p c(T, -T
I’12:2r1r1:— 2% Iog( C )=—&Iog[ 1+ ( vap) ]
pPiC Lvap pC Lvap
c
D’ou la loi demandée :
A
(T - T
= rOZ—Z—KIog[ 1+—( Vap) ]t
P1C I—vap

Br

6.3 Temps de vaporisation

Vérifiez que I'on retrouve bien le temps de \ig,, de la goutte tel qu'il est donnée dans la
premiere partie du probléme, cf. relatigh¥ (2) et(3).

Réponse -

En posanty ( tfiny ) =0 dans la relatioil5), tenant compte d@6), on obtient bien :
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t. :%rZ;
final K 02log( 1+ By )

Probléme 2

Jets laminaires et jets turbulents

Les trois parties du probleme sont indépendantes

Avant-propos -

Les ecoulements de jet interviennent dans de nambsesituations d’intérét pratigue, notamment
aux grands nombres de Reynolds, dans les propslgéawion ou de fusée. Il existe aussi des jets
en régime laminaire que I'on rencontre dans dedicgbipns microfluidiques ou le nombre de
Reynolds est tres petit. Au-dela de ces applicafites jets constituent une famille d’écoulements
géneériques pour I'étude des mécanismes fondamergauxixent I'évolution des écoulements
visqueux cisaillés libres, c.-a-d. exempts de tamatetrainte locale imposée par la présence d’'une
paroi solide. Les objectif de ce probleme soni) :d’&tablir la solution théorique d’'un écoulement
de jet laminaire, (2) d’analyser ce qu’il adviertakt écoulement quand il devient turbulent.

Fin de l'avant-propos

Les jets sont associés a une source localisée algifude mouvement qui induit un écoulement
guasi-unidirectionnel. Légure 3 ci-dessous illustre le cas d‘un jet plan produit pae injection

horizontale de quantité de mouvement a partir damal plan de hauteudr dans un fluide au repos.
Soit Rej =U; h/v le nombre de Reynolds qui caractérise l'injec@nniveau de I'orifice du jet

ou Uj désigne la vitesse d’éjection. Riej est trés petit, le jet est laminaire. Dans ceikast
stationnaire. SRe; depasse une certaine valeur, le jet devient tarttuDans ce cas I'écoulement
est instationnaire. Mais la turbulence étant digtisment stationnaire, I'écoulement moyen
caractérisé par une moyenne temporelle des vasigbtpiivalente & une moyenne d’ensemble) est

stationnaire. Tel est le cas pour I'exemple dédare 3. La partie gauche de cette figure montre

une visualisation par injection de fumée d’'un jatrégime turbulent. La partie droite montre
I'allure du profil de la vitesse moyenne Iongitmi'm(u>(x0 >>h,y= O,z) mesurée dans le plan

y =0 de ce jet, loin de l'orifice du canal d’injection.
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Dans ce probléeme nous allons analyser tour a tvacun de ces deux régimes : le régime laminaire
et le régime turbulent.

(@) (b)

,'SD"

Figure 3 - Jet plan produit par I'injection de quantité de mement & partir d’'un canal plan de hautéurdans un
fluide au repos. La figure de gauche montre unealisation a I'aide de fumée du jet en régime tlabu(adapté de
Dimotakis et al., Phys. Fluids,1983). La figure dieite montre I'allure typique d’'un profil de latesse moyenne
longitudinale (u >(x0,0,z) mesuré dans le plag=0 de ce jet en fonction de la coordonnée transwersala une

position X, donnée.

Quel que soit le régime de I'écoulement, on coastpte I'extension transversale de la région
visqueuse cisaillée reste petite devant I'extenkiagitudinale de I'’écoulement. Conformément aux
définitions introduites dans la partie droite déidmre 3, cette condition se traduit par la relation :

3(%, >>h)
X0

<<1

(1)

Dans ce cas le principe de séparation d'échelléséutdans le modéle de la couche limite
s’appligue aussi pour ces écoulements.

Sauf indication contraire, nous supposons que :

H1 - L'écoulement est celui d’'un fluide newtonien, inqguassible homogeéne.

H2 - L’écoulement moyen est stationnaire bidimensionnghriant selon 'axedy, son champ de
vitesse possédant deux composantes :

(2) (UX(x,2)=(u) g +(W) e,
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La notation(( .)) indiqgue une moyenne d’ensemble.

H3 - Le fluide est injecté dans un fluide au repos
H4 - Conformément au schéma defigure 3 (b), le profil de la vitesse horizontaleu) est

symétrique, tel quéu)(x,z) =(u)(x,~z).

Partie 1 - Cas du jet laminaire : solution autosiniaire

Dans le cas ou le jet est laminaire, I’opérateuyemoe(( .)) devient inutile car I'écoulement est

stationnaire. Le champ de vitesse vérifie, endieplace d€2) :

(3) u(x z)=ue +we,

Nous ferons I'hypothése que les équations de lelmlimite de Prandtl s’appliquent a l'intérieur
du jet :

(a) M+M-g
0x 0z
(4) )
ou ou _ o
(b) U—+w—=v—
0Xx 0z 0z

Ces équations sont complétées par deux conditiensatord avec I'écoulement extérieur qui est
au repos, soit :

(5) OX, u(x,z - ) =0

Question 1 -Justifier 'absence de la pression dans la loi déyleamiqueg4-b)

Le terme de pression dans la loi de la dynam{gt® est —1/pxdp,/0x ou p, désigne la pression

extérieure. Ici, comme dans le cas d’'une couchidisur une plague plane, la pression extérieure
est constante puisque I'écoulement de fluide paafaiour du jet est au repos. Donc ce terme est
nul.
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Question 2 -Nous définissons la grandeur suivante :

(6) P= ]o u®dz

qui est calculée par intégration sur une ligneicai ax positif constant et qui caractérise le flux
de la quantité de mouvement horizontale par uniénthsse et d’envergure de I'écoulement.
Montrer a partir des deux équatiqd$ et des conditions aux limitéS) que :

(7 P =const.

Réponse -

Compte tenu de la continuité, le premier membrkadei de la dynamiquét-b) on peut s’écrire :

du duw Ow_ Ou duw du _du® duw
U—+——U—=U—F—+U—=— +—
ox 0z 0z ox 0z ox o0x 0z

ou> duw _ 0, du
A o, 9 (o)
ox 0z 0z" 0z

Notons qu’il s’agit de la forme conservative degli@tion(4-a). En l'intégrant selom, il vient :
d$ % OU e
— | udz=—|uw|_ +v[— ]| =0
i) = {wl [ T T

ou nous avons utilisé la condition de racco@)dpour annuler le second membre. D’ou le résultat
demandé.

Question 3 -Compte tenu du caractére bidimensionnel et incossjiske de I'écoulement, nous
introduisons la fonction de couragt telle que :

u=t
(8)
w=-2¥

0Xx
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L’équation de continuité4-a) est alors automatiquement vérifiée et le problemeasnéne a la
résolution du systeme suivant :

(9)

(WO _dwoou _ 3%
0z 0Xx 0Xx 0z

0z 023

0
—w(x, Z - 00) =0 - raccord & un écoulement aurepos

0z

oncherche une forme autosemblable de la solutioreds/steme. En appliquant la technique de la
recherche d’'une solution autosemblable, montred@sgelution du problemg) est de la forme :

(10)

ou:

(11)

Par suite, le jet s’épaissit donc en suivant une lo

(12)

Réponse -

3(x) ~ x%1am

_2
o(Iam_g

Nous procédons a la recherche de solutions autdablab selon la méthode décrite en amphi et
dans le polycopié. La méethode est identique a ceilisée pour obtenir la solution de Blasius. On

procede en trois étapes.
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Etape 1 - On effectue sur lesariables et paramétresdu probléme initial, ici(y, x,z,P,v), le
changement de variables correspondant a la tramafmm affine suivante :

qJ:aLD,x:bf(,z:ci,P:dﬁ,v:eO

ou (a,b, cd ,e) désignent cinqg facteurs multiplicatifs arbitraires probléme devient :

——(X,2 » *0) =0 - raccord a un écoulement aurepos

Etape 2 - Les groupes de transformation multiplicatifa,b,c,d,e) qui laissent le probléeme
invariant doivent ainsi vérifier les deux relatiesvantes :

olo
o
o|mN | o

o
1

Iy a donc 2 facteurs libres parmi les cing quifilésent les groupes de transformation
(a,b,c,d,e) admissibles.

Etape 3 -Toujours selon le principe d’invariance dimensidie)esi .7-"(Lp, x,z,P,v) = 0 désigne la
solution du probleme initial, apres application ldetransformation affine, on doit avoir aussi
f(lTJ, X, 2, 73,\7) = 0. La solution cherchée verifie donc :

~

F(p= P =

o e
x>
Il
UI><
O|N
o_|\\)
<>
Il
o<

Si I'on choisit par exemple pour les trois factelivges :

®©® O T
I

X
P,
v
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il reste & déterminea et c. A partir des deux contraintegb=e/c etd = az/c trouvées ci-dessus,
on obtient :

{a:v x/c _ {a:(vxp)m
P=(v X)Z/CS c=( v2 XZ/P )]/3

La solution vérifie donc :

o " llJ R Z
Flp=—"T"—212= ,11=C
( (vxP2 T (V2 x3/p)E3 J

D’ou la forme autosemblable demandéd®) et (11)

Question 4 -Démontrer a partir deL0) et(11) que la vitesse horizontaleest de la forme :

(13) u=ug(x) f'(n)
ou :

P2 \W3
(14) Uo(x)=(w)

Ainsi, la vitesse caractéristique du jet décrdibseine loi du type :

u(x,0) ~xPram
1

Biam =3

(15)

Réponse -

Il s’agit d’exprimer les composantes de vitesseen fonction de la fonction de courant
l]J:(VXP)]’/3f(r]) ol n=12/3, 6:(v2 xz/P )]/3. Pour la composante longitudinalge on

obtient :u :an/az:(vxP)]/3 f'on/oz avec:
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G_r] - P )]/3
0z

1
o v2 x?
D'ou :

u=ug(x) f'(n)

()= 23

D’ou la loi proposée dans I'énonceé €15).

Question 5 -Démontrer a partir dgl0) et(11) que la vitesse verticale est de la forme :

(16) w= 3w (x)[ 2nf '~ ](n)
ou:

o P
(a7 o () === (25 )"
Réponse -

Pour la composante vertical@ on obtient : w:—an/ax:—a(vxP)l/3/6x><f —(vx7?)1/3

xf'x dn/ox avec an/dx=zxd(v?x?/P )_]/3/ax :—gzx( v2 /p )_j’/sxx_5/3:—§r]/x
Soit :
_2n
3x
D'ou :
w= 3w, (X)[ 2nf = £ ](n)

_U® VP
Wo(X)—%-(X—z)g

Question 6 - Quelle relation doit vérifier f'(r]) pour respecter la condition

P = J' u’dz=const. ? Déterminer par ailleurs I'expression des deutxea intégrales suivantes en

—00

fonction dex etde f'(n) :
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- Débit volumique : Q = I udz,
) 2 . .l . - F 1, 3
- Flux d’énergie cinétique : &= I su dz,

En déduire que les variations de ces deux quaseiésx sont telles que :

: _ yIam
(18) QX

£ ~ xdam
et donner le valeur des exposants, et -

Réponse -

00

P= jj;uzdz =ug(x)3(x) [ *(n)dn

—00

(2P 2 (e

= 73_]3 f2(n)dn

Cela implique que :

00

j f?(n)dn=1

Pour le débit volumique on obtient :

Q =_oj;u d2=uo(X)5(X)Io f*(n)dn

V X P

00

=l va)mj f'(n)dn

—00

:( 73_2 )3/3( ﬂ )1/3_]1 f '(ﬂ)dﬂ

Le débit volumigue augmente donc selon la loi :

56
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Q.,Xylam
v =1
lam e

Pour le flux d’énergie cinétique, on obtient :

00

é’:_ojiéu3 dz = ug (x)3(x) j f*3(n)dn

Question 7 -Proposer une interprétation physique des comperitside la masse et de I'énergie
obtenus dans la question précédente.

Réponse -

Le flux d’énergie cinétique décroit consécutivement’action du frottement moléculaire qui
transforme cette forme de I'énergie en énergiametell faut alors que la masse de fluide déplacée
par le jet augmente de maniere a conserver |ledduguantité de mouvement constant.

On peut traduire cela a partir des formules obteruiklessus dans lesquelles les intégrales sans
dimension (selom) sont des constantes. On doit combiner les dempodements déduits de la
conservation de la quantité de mouvement et dunsiggoncipe de la thermodynamique, soit ici :

ug (x)3(x) = const.

%[ug(x)é(x)]<0
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On en déduit que :

d
&uo(x)<0

Puisque la conservation de la quantité de mouverneplique que6(x):const./u§(x), on en

déduit que :

S L00(93(x)] = const. £ [u5(x)] >0

Tout cela traduit le fait que dans un jet I'énerdissipée par le frottement est égale au travalil
développé par ce dernier pour entrainer la masflaide extérieur qui est initialement au repos.

Partie 2 - Cas du jet turbulent : analyse dimensionelle

Avant- propos -

Nous terminerons la résolution du probleme lameaiaité ci-dessus dans la derniére partie du
probléme cela afin de nous concentrer maintenantlesurégime turbulent qui est riche en
enseignements physiques.

Fin de I'avant- propos

Pour des nombres de Reynolds suffisamment grandst Iétudié dans la premiére partie du
probléeme devient turbulent. Comme schématisé spate droite de la figur8 on s’appuie alors
sur une description statistique reposant sur igalon de I'opérateur de moyenne d’ensemble. On
constate alors que le champ moyen de I'écoulemamgerve les mémes symétries que celles de
I'écoulement laminaire. On revient ainsi a la for(@edu champ des vitesses moyennes.

On constate par ailleurs que cet écoulement mogeremtierement déterminé par le mélange
macroscopique turbulent et qu’il peut étre aingisidérécomme indépendant de la viscosité
moléculaire du fluide. Aux quatre hypotheses effectuées au début dugmeabon en rajoute donc
une cinquiéme, qui est :
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H5 — En régime turbulent, I'écoulement peut étre congidddmme indépendant de la viscosité
moléculaire.

On peut alors caractériser le champ des vitessgsmmes du jet plan par :

(19) U (x) =(u)(x,0),

qui est la vitesse maximale moyenne obtenue daptate de symétrie du jet en une position
donnée, et paB(x) I'épaisseur caractéristique de la couche turbalémant le jet. Il est possible
alors de se faire une idée de I'évolution des @éms turbulents a l'aide d’une simple analyse

dimensionnelle en supposant que les profils moyknses jets sont autosimilaires et qu’ils sont
donc caractérisés par les deux seules quantiiés) et 5(x).

Le flux de quantité de mouvement de I'écoulemenyencpar unité de masse et d’envergure vaut
maintenant :

(20) (P)= I <u >2dz = const.

—00

Comme indiqué, on peut démontrer (au moyen destiéggade Reynolds) que cette quantité est
une constante (comme dans le cas laminaire). Nqu®oserons donc que tel est le cas.

Question 8 -Déterminer au moyen du théorémede Vaschy-Buckingham les exposaats,
et By, qui caractérisent respectivement la loi d’épaissisnt du jet et celle de la décroissance de
Sa vitesse :

(21) 3(x) ~ x™turb
(22) Uy (X) ~ xPurb
Réponse -

Conformément a I'hypotheseE4 ci-dessus dans le régime turbulent pleinement ldgpé les
solutions ne dépendent paswelLes deux relations cherchées s’écrivent donc

F(Ugx,(P))=0
G(ax(P)y)=0
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Toutes les quantités étant considérées pour urté dei masse, cette derniére n’intervient pas.
Seules deux dimensions fondamentales subsistaribngueur et le temps. La quant{t®’ ) ayant

pour dimensior{( P >] =L3T7?, les matrices des exposants aux dimensions sont :

U, x (P) O X (P)
L 1 1 3 L 1 1 3
T -1 0 -2 T 0O 0 -2

Leur rang est égal a 2. Chaque relation admet uh m@ameétre sans dimension, qui est donc
constant :

= Yo - o
R x2(P)P2
Soit :
rasasgnsd [l eeino
Donc :
U, = const.x( <7;> )]/2 S = const.x X

Donc, pour la loi d’épaississement du jet on trouve

{é(x) ~ xCrb

aturb =1
et pour sa vitesse :

U 0= XBturb

1

Bturb = _E



Annales 61

Question 9 - Comparer ces deux lois d’évolution selgnavec celles obtenues en régime
laminaire dans la premiére partie du probleme (deanrespectivement e(l2) et (15)).
Commenter.

Réponse -

En régime laminaire le jet s’évase en suivant wedl~ x?%. En régime turbulent, on obtient
0~ X, soit un évasement plus rapide du fait de 'ass®minent du mélange par le transport
macroscopique turbulent. Parallelement, la vitessie décroissait suivant la loi, ~x¥ en

régime laminaire décroit plus rapidement en régumleulent, suivant la loU, ~ x¥2.

Question 10 -Répétez I'analyse dimensionnelle dans le cas dduyjisymétrique aprés avoir
donné une définition dé P ) adaptée a ce cas. Déterminer alors les analogsesethtiong21),

(22). Commenter.

Réponse -
En géomeétrie cylindrique le flux de quantité de nement par unité de masse est défini par :

<P>:2nj<u>2rdr
0

Sa dimension n'est plyg 7 )] = L> T~ comme dans le cas plan précédent, fai)] = L* T2,
En reprenant I'analyse ci-dessus on a maintenant :

— UO M. = 6
1_X01<7)>[31 2_X02<'p>32
Soit :
l=0,+ l=a,+
ol g aged TR i
1=, 2 lo=-m,

La loi d’évasement du jet reste identique, soit :

O = const.x X

Mais la vitesse décroit plus vite que dans le ¢as p
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(P2
X

U, = const.x

Ceci peut intuitivement s’expliquer par le fait quens le cas axisymétrique I'augmentation relative
selonx de la sectiorsdu jetest proportionnelle & et donc ax?, tandis qu’elle est proportionnelle
a o0 et donc ax dans le cas plan. Afin de gardéfP ) ~U§ S constant, la vitesse dans le cas

axisymétrigue doit donc décroitre plus vite quesdarcas plan.

Notons que dans ce cas, le débit du jet augmenteneo Q = H(u) dS~U, &% ~x.

Question 11 -Connaissez-vous I'un des principaux mécanisrasponsable de I'apparition des
instationnarités qui aboutissent a la turbulencesdan jet quand le nombre de Reynolds est
suffisant ?

Réponse -

C’est le mécanisme de l'instabilité de Kelvin-Heloita que nous avons vu en détail en amphi et
dans le polycopié. Ce mécanisme se développe dawime des deux couches de mélange qui
constituent le jet lorsqu’il débouche de la congluitinjection.

Partie 3 - Cas du jet laminaire : solution compléte
Avant-propos -

Dans cette derniere partie nous achevons la résoldu cas laminaire qui est le seul cas pour
lequel nous pouvons déterminer une solution exacte

Fin de l'avant-propos

Question 12 -Montrer a partir de la définition de la variable sienilituden du probléme

laminaire, cf.(10), (11), et des expressions obtenues fdesrvitessesl et, cf.(13), (14), (16), (17),

gue I'équation de Prand{¥-b) se raménea I'équation différentielle ordinaire suivante pdar
fonction f (n) :



Annales 63

(23) 3f " ff - f2=0

Réponse -

Pour obtenir tous les termes de la loi de la dygam(i4-b) il faut déterminer certaines dérivées de
u. Pour la dérivée selon nous obtenons :

U _ Moty £ gyecdb-_1%

ox OX 0" ax’ 0X 3 x
Soit :

ou _ 1u0

—=-= f'+onf"

- oyl et

Pour les dérivées selamon obtient :

Soit :

Au total, on obtient successivement pour I'équafibb) :

Uy 1x(- )°[f+2r]f 1+ f[ Mt f]>< o —v6 o

= —f feof ]+ af —F]f =3t
O°U,

= -f?-2nf gt i

Lt ftufl=0
O°U,

Or:
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D’ou I'équation demandée.

Question 13 - A partir de: (i) I'équation (23) obtenue dans la question précéde(itg,de la
condition de symétriei(x,z) =u(x,~z) et(iii) de la condition sur I'axav(x,0) = 0, montrer que

la fonction f (n) vérifie :
(24) f '+% f 2 = const.

Réponse -

En remarquant qué i )r=( 2ff ') = 2f 2+ 2ff ", on peut écrire I'équatiof23) sous la forme :

m 1 2"_ 1 1 2 "
3f o for=(3f*+21%)"=0,
Soit

f'+%f2:A+Br]

Comme nous l'avons vu €t 3), la fonction f ' est proportionnelle & et elle est donc symétrique.
D’aprés (16), en n=0, w~ f(O): 0. On déduit de ces deux constats que la primitivest

antisymétrique. Mais son carré est symétrique. iAimassomme f '+% f2 est symétrique. Cela

impliqgue queB =0. D’ou I'équation demandée.

Question 14 -L'équation(24) admet pour solution :

(25) f(n)=6vA tanr(\/zx r])

OU A est une constante. Détermieet en déduire I'expression analytiqueule
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. 7 4
Remarque— On rappelle qusétanhx) '= sechx et on donne le résultat suwantj‘: sechfx dx :5'

—00

Réponse -

La constant@ dans la relatioi25) doit étre déterminée a partir de I'expressionldx fle quantité
de mouvemenf, cf. (6).

On part de I'expression de:
P2

u=ug fl'uO:(W

FE.

avec f définie en(25). Sachant que :

(tanhx) '= sechx =
costf x
On adonc:

f'(n)=6VA[ tanr(x/x r])] = A sec?'n(\/x r])

On obtient ainsi pour le flux de quantité de mougat{6) :

D= 36%:u§ 6_]1 secﬁ‘(\/x rl) d (\/Zr])

Pour l'intégrale on nous donne :

j sechx dx 5
o 3

Donc :
P=48A722 5

D'ou :
Azt P
4802 &

avec .
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CONTROLE CLASSANT

DE MECANIQUE DES FLUIDES
du 1 avril 2015

Sujet proposé par Riwal Plougonven et Laurent Jacga

* * *

Durée : 3 heures -

* *k %

- L'usage des cours polycopiés, des copies des sparents, des notes de cours et des notes de
petites classes est autorisé.

- Merci de rédiger les exercices sur des copies gsset le probleme sur des copies bleues

Exercice 1

Le déversoir

Un déversoir est un dénivelé local placé sur le’'line riviere ou d’un canal. On veut caractériser
comment varient les propriétés de I'écoulement ae et d’autre de cette région au moyen du
principe du tube de Pitot. Comme schématisé sfiglae 1 ci-dessous, on plonge deux longs tubes
de Pitot dans le lit de I'écoulement. L’embouchdeeces tube, localisée e a I'amont et enz, a
l'aval, fait face a I'’écoulement. On observe quefidide remonte dans la partie verticale de ces

tubes jusqu’a une hauteur not&ga I'amont etZ, a l'aval.

A surface libre

Pa

- Ul,p1 [ — =,

Figure 1 —Un déversoir.
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Question 1 -Dans le cas ou I'écoulement peut étre considértoygtacomme un écoulement
permanent, irrotationnel, de fluide parfait incoegsible homogéne pesant, comparer les hauteurs

des colonnes d'eazl; et Z,.

Réponse - On applique ledeuxiéme théoréme de Bernoull{cas des écoulement irrotationnels,

de fluide parfait, forces de volume dérivant d’wigntiel

0 . rdp 12 _
E-'-J.p(p)-'-zg +(p_C(t)

Dans le cas d’'un écoulement permanent de fluidenipcessible homogene cela devient :

1u2

£+f_ +gz:C
P 2

ou la constant€ est la méme dans tout I'’écoulement. D’ou :

Pr1

1.2
%+2U1 94

P2 . 1 &
— 2
_?2+2U2 +02,

S —
Pr1

Comme indiqué on identifie les pressions d’arpgt et p.o, mesurées par les deux tubes de Pitot.
En traduisant alors I'équilibre statique du flugtkns les tubes de Pitot, on a :

{ptf Pa+pPg(Z1-21) (2)

P2 = Pa +PY(Z2-2)

On déduite de (1) et (2) que :

Z]_:Zz
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Question 2 -Pour un dénivelé plus accentué, comme schématidéssous, apparait au pied du
déversoir une zone de bouillonnement de I'écoulépappelé ressaut hydraulique. A 'aval de ce
phénoméne se rétablit un écoulement de fluide psentade mémes propriétés qu’'a I'amont

(écoulement permanent irrotationnel). Dans ce oasoastate queZ, < Z,. Pourquoi ?

surface
libre A

ressaut
hydraulique

Figure 2 —Un déversoir avec ressaut.

Réponse -'écoulement nest plus un écoulement permanerituiide parfait dans le ressaut. Le
ressaut est une région de frottement qui réduitn@aiére irréversible I'énergie mécanique au
bénéfice de I'énergie interne. La hautélgui caractérise I'énergie mécanique est donc tédui

apres la traversée de cette région.
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Exercice 2

Feuilles de thé dans une tasse

Comme illustré sur la photo defigure 3 ci-dessous, il est courant d’observer au fond el'tasse
de thé les débris de feuilles de thé qui se radssinbers le centre. Le but de cet exercice est
d’expliquer qualitativement cette observation. @nsidere pour cela une tasse cylindrique, a fond
plat, de diamétr®, remplie de thé jusqu'a une hautddr On prendreD = 8 cm. La viscosité

cinématiquev =n/p de l'eau a 80° C (on supposera que le thé esttta température) est

v=0.365< 10°m?s 1.

Figure 3 —La tasse de thé.

Question 1 (cours) -La viscosité cinématique de I'eawae température de 20° vaut environ

v=1.010%xm?s7 L, Expliquer qualitativement pourquoi cette valesir ipérieure a celle donnée

ci-dessus pour une température de 80° C ?

Réponse -
L’augmentation de la température correspond a ucrossement de I'énergie d’agitation
moléculaire. Comme précisé sous thbleau 2.2 du chapitre 2 (cf. 8§2.3), I'élévation de la

température amoindrit alors le caractere cohésiffaieces d’interactions moléculaires qui dominent
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ce type de fluide (on obtient I'effet inverse paur gaz ou la viscosité résulte directement des

échanges de molécules entre les « particules idie fiy).

Question 2 -On met le thé en mouvement a l'aide d’une cuill®g se place loin des parois de

la tasse. On suppose que I'écoulement ainsi ohtérifie les hypothéses suivantes :

H1 - le fluide est newtonien, incompressible et homogdaemasse volumique ;
H2 - la viscosité cinématique =n/p est constante ;

H3 - I'écoulement est permanent ;

H4 - le fluide est pesant ;

H5- I'écoulement est supposé bidimensionnel et axisgine, de vitesse :

u=ug(r)e (1)

dans un repére cylindriqué(),gIr ,_ee,gz) ou les coordonnées d’espace sont no(ée@, z). La

coordonnée verticaleest orientée vers le haut.

Montrer que dans le cadre de ces hypothéses, d lei dynamique qui s’écrit :

——+Dg-g=—g§z—%grad p+VvAu (2)

aboutit au systeme :

—) 3)

ou la premiére équation caractérise « I'équilibyelastrophique » vu en cours. On donne pour ce
faire I'expression du gradient des vitesses eeadli Laplacien vectoriel du champ de vitesse (1)
qui interviennent dans (2), telles qu’on les dfttigar application du formulaire de '’Annexe A2.1

du cours polycopié :
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Ou=-2¢ Og +—du9§eD§r (4)
r dr
0 16I’U9
- =Y 5
- ar( r or ) ®)

Réponse -Dans I'équation (2) on doit éliminer la dérivée prelle (écoulement permanent).

Compte tenu de (1) et (4), la dérivée convectiud va

u du
Ou.u=(--"e Deg+—_2eglle ) Up ey
r r

2
u du
=--*(eDe) g+~ (e ) &
=1 =

Par ailleurs, I'’écoulement étant supposé axisyopédyi la pression ne dépend querdet dez

Quant au terme de frottement, conformément a (&g icomporte qu'une composante sekgn

Soit en définitive :

2
.4 Y5 _0p
lone. | p—=—
selon €, pr o
selon €y : OZV(;ir( %0;%)
10p

selone, : O=-g—-———

Question 3 -Montrer a partir de I'équation du mouvement tarigénque cet écoulement ne peut

étre qu’une rotation de corps solide, de la forme :
ug(r)=Qr (6)

ou Q désigne le taux de rotation
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Réponse -L’'équation du mouvement tangentiel donne :

Lorug _ orug _ _A(z)L+ B
1M _ 7)) = Do a@)r = ug(r)=A(z)L 2
On doit avoirB(z) =0 pour que la vitesse reste finierea 0. On poseA(z) =2Q ou Q définit le

taux de rotation. Notons qu¥z) correspond a la vorticité=rotu =2Q aveciciQ=Qe,.

Question 4 -Montrer a partir de I'équation du mouvement radjake le champ de pression

vérifie :

1
p=po(2)+5pQ%* (7
ou po(z) désigne la pression sur I'axe de rotation.

Réponse -L'équilibre radial donne quant a lui :

op Ug 2 1 22
— =p—==pQ°r = zZ)+—pQ°r
o P =PRT = p=po(2)+3p

Question 5— On choisit I'origine de I'axe dessur la surface libre au centre de la tasser(e®).

Cette surfaceest courbe du fait des effets de la rotation. Otenaoalorsh(r) la hauteur de la

surface libre. Quelle condition aux limites s’appke pour la pression en= h(r) si I'on néglige

les effets de viscosité sur cette surface (dulfait tres faible valeur de la viscosité de I'&ir)

Réponse -Si I'on néglige le frottement sur la surface= h(r), la condition dynamique qui

traduit la continuité de la contrainte a la tragersl’'une surface séparant deux fluides non-misible

est la continuité de la pression. Soit
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Po(z=h(r)) = pa

Question 6 -Intégrer la relation de I'équilibre hydrostatiquie(niére équation de la loi de la

dynamique (3)) et en déduire la relation entreréssion p(r ,z) en un point du fluide, la pression

p, et la hauteur de fluide au-dessh) — z. En déduire alors I'expression de la pressp@r( z) et

I'équation de la surface libre = h(r). Faire un schéma de I'’écoulement obtenu danslam p

contenant I'axe de rotation du fluide.

Réponse -L'intégration de

donne la pression hydrostatique sous la forme :

p(r,z) = A(r)-pgz
En z=h(r), on doit avoir :

p(r.h) = pa = A(r) -pgh(r)
Donc la premiére relation demandée est :

p(r,2) = pa—pg[ z=h(r) ]
On a vu par ailleurs que d’'apres (7) :

1
p(r,z)= po(z)+§p§22r2

On en déduit alors par identification que :



Annales 76

po(2) = pa —pYz
Q? 2

h(r)=2—

()=55"

La seconde relation définit la forme de la surfime.

On a le schéma suivant : 7

Pa

Question 7 —On suppose maintenant que, contrairement a cgequiasse au niveau de la surface
libre, la viscosité modifie 'écoulement a proxiénile la paroi de la tasse. Estimer au moyen d’un
raisonnement dimensionnel I'échelle de tempssur laquelle la viscosité va finir par freiner et
arréter le mouvement de rotation consécutivemelat diffusion de la quantité de mouvement a
partir des régions en contact avec les parois fideda tasse. Donner une valeur approchée (en

heures) pour le cas considéré en utilisant lesuivalges parametres données plus haut.

Réponse -On construit un temps visqueux a partir de I'éehell probléme, qui est le diamétre

D, et a partir de la viscosité cinématique

T—DZ
Vo

L’application numérique donne, pobDr= 8 cm etv =0.365 10%m?s71:

4
0 (s)= 6410

0365106 >

Soit ;

T, = Sheures
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Question 8 —Sur des temps plus petits qye I'effet du frottement d & la viscosité reste fad

dans la couche limite de la tasse. Rappeler comsgeobmporte la pression a travers cette couche.
Réponse D’aprés les équations de Prantitlpression se conserve a travers une couche limite

Question 9 - En dehors de cette couche limite le mouvementflgide est le mouvement

circulaire fixé par « I'équilibre cyclostrophiquede la rotation de corps solide étudiée plus Haiut.
I'on considére maintenant le fond de la tasse, centrae comportent les lignes de courant compte

tenu du ralentissement du fluide par le frotten®eRaire un schéma.

Réponse —Dans la couche limite au fond de la tasse, la gis€aalentit I'écoulement. Dans ce

cas « I'équilibre cyclostrophique » est rompu @agtadient de pression, qui reste égal a celui qui
réegne dans la région non visqueuse de I'écoulertileride parfait) devient supérieur a la force

centrifuge localepud /r ot ug (r)<Qr. Cela pousse le fluide vers le centre de la tasse.

U0
- e
‘ o | /j/‘
/ \ ) /

Intérieur de la tasse : Fond de la tasse :

Equilibre cyclostrophique Déséquilibre et force
résultante vers le centre

Question 10 - L’écoulement de cette couche limite peut-il @esbidimensionnel, c.-a-d.

parallele au fond de la tasse ? Pourquoi ?

Réponse -Non. Le fluide qui converge vers I'axe de rotatidoit s’échapper vers le haut par

continuité.
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Question 11- Quadvient-il alors des particules plus lourdpse I'eau, tel que les débris de

feuille de thé ?

Réponse -Elles se regroupent au fond, dans le région centrabir lafigure 3.

Probleme

Panaches et thermiques

Nous nous intéressons ici a des écoulements seipand en raison de petites différences de masse
volumique, celles-ci étant dues a des différeneetethpérature. Il s’agit de décrire par exemple le
panache s’élevant au-dessus du bout incandescem¢ digarette, ou au-dessus d’une cheminée

d’'usine.

Pour commencer, nous allons construire un modsledss équations de Navier-Stokeantaéle
de Boussinesgqui retient les effets nécessaires a la desonte ces phénomenes. Ce modele sera

ensuite utilisé pour décrire un panache laminaitis pn panache turbulent.

Premiére partie - Le modele de Boussinesq

(cas d’'une source de chaleur localisée)

|.1. L’état statique

Décrivons tout d’abord I'état de repos qui serdi@tat de référence que les mouvements résultants
des petites variations de la masse volumique vamdverturber. On rappelle qu®ur un fluide

pesant de masse volumiqg, soumis a l'accélération de la pesantgur-ge,, la relation

d’équilibre qui caractérise I'état statique dudieiest :
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d
0=-pog~-2 ®

On supposera ici que le fluide est homogéne, telgg= const. Comme vu en cours, la pression

Po (z) résultant de l'intégration de cette loi d’équigbraut alors :

Po(2) = Poret ~PoUZ 2)

C’est la pression hydrostatique, @ ¢ = po(z:O) désigne une pression de référence mesurée a

I'altitude de référence =0.

On suppose par ailleurs que le fluide est un garntlguement et calorifiguement parfait. On
rappelle que I'équation d’état calorique d'un takgest :

p=rpT (3)
Question 1 - Montrer que la température de cet état au repofiev:
- gz
To(2) =Torer S 4)
ou I'on précisera I'expression de la températureeiérencel) (¢ en fonction depg (¢ €t Pg-

Réponse -Compte tenu de (3) et de (2) :

T (Z): po(z) = pO,ref —E

0 'Po 'Po r
—
TO,ref

Question 2 -On introduit maintenant des petites variationsademasse volumique imposées par

une source de chaleur localisée dans le fluid®©n décompose alors la masse volumique et la
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pression en un état de base, qui correspond a IWgtdrostatique décrit ci-dessus, et une

perturbation. On traduit cela par les relations :

t) =po +3pp(xt)
t) = po(2)+8p p(x.t) (5)
,t)=TO(z)+6T'I_'(z<,t)

p(x
p(
T(

Ix< 2

I

oll py(z) et To(z) sont définis en (2) et (4) et dp, 3p et 3T sont les ordres de grandeur des
perturbations de masse volumique, de pression tdrdpérature. Par définition, les variables sans

dimensionp(x.t), p(xt) et T(xt) sont supposées d’ordre 1. On supposeradguet 5T sont

petits devanpg et Ty, en posant :

@:gp <<1

Po (6)
= ET <1

En introduisant (5) dans I'équation d’état therneid@) montrer que I'équilibre des termes d’indice

« Z€éro », qui sont d’ordre dominant dans cette guaméne a :

Po(2) =1 poTo(2) (7)

et que celui des termes d'ordre supérieur, fonctierdp, de dp ou de 8T , aboutit alors a la

relation :

T(x.t) (8)

Réponse -En introduisant (5) dans (3) on obtient successargm
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Po(2)+8p p(x.t)=r[ po+3pp(x.t)
=1 pgTo(z)+r To(z

+1 3p 8T p(x,t) T (x,

O(dp 8T

~

Soit a I'ordre dominant :

Po(2) =r poTo(2)

A l'ordre suivant :

p p(xt)=r pg 8T T(x,t)+r To(2)3p p(x:t)

En divisant cette relation par la relation prégéd on obtient :

D’ou la relation demandée.
[.2. Le mouvement

Question 3 -On suppose alors que les composantes de la vigsissont nulles dans I'état au

repos, ont pour ordres de grandeur :

(x.t) 9)

ou U,;, caractérise le mouvement horizontal Wt, le mouvement vertical. Les variables sans

dimension(u,v,w) sont supposées d’ordre 1.

On posera pour les variables indépendantes dugmabi
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— — — H_
X=Lx,y=Ly,z=H z,t=—1t 10
y=Ly W (10)

ou le choix effectué pour adimensionnaliser le tertipnt compte du fait que les variations de
masse volumique impliquent en premier lieu un mowet ascendant vertical. On supposera alors

aussi que :

—=—eg<<1]1 (11)

ou & est un petit parametre, différent des parameggesy définis en (6).

Rappeler quelle est 'équation générale de bilaallde la masse (équation de continuité). Donner

la forme conservative de cette équation.

Réponse -La forme conservative de I'équation de continuiéést :
op .
—+div(pu)=0
Question 4 -Montrer a partir d’'une analyse des ordres de grande cette équation que dans le

cadre des hypothéses effectuées ci-dessus lededctel vitesséJ,,W, et les échelles d’espace

L,H , vérifient la relation :

C

h:

L
WoH (12)

On deéduira aussi de cette analyse que I'équatiooodénuité, sous sa forme dimensionnelle, se

réduit finalement a celle d’'un écoulement de flui@mpressible, soit :

divu=0 (13)

Réponse -D’aprés I'équation de continuité :
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% +div(pu) =0

En introduisant les relations dimensionnelles (®) et (10) on obtient :

Soit :
(_6ij6_§+(_poUhj( 6_94_6_8 )+(_p0Wjiv
H )ot L ox dy H oz
6pUhj 0,——\ 0 ,—- (6pwja ——
+H— || =(pu)+—=(pV)|+|— |=(pw)=0
[ 250+ (v) 1+ B |2 (5w)
Soit, en divisant papg et en regroupant les termes fonctiorleg@@ :
Po

Up), 0u  dvy (W)ow W) ap
“h (__+__)+ —_ —_+gp{ — |==
L )" dx ady H)oz H ot

(Bl & (Bu)+ 2 (59) (1 | (W)} =0

Les termes « barrés » étant tous d’ordre 1, cotepte de (6) on doit négliger les termes dans le

crochet multiplé paE,, Soit :

L’équilibre entre ces deux groupes de termes abdbign a la relation (12). Apres retour aux
variables dimensionnelles, on obtient bien la fomeempressible (13) pour cette équation.

Question 5 -On considére maintenant I'équation de la dynamitares la direction verticale :
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p—=p—+pLu.u=-pges—grad p+nAu (14)

Dans le cadre des hypothéses effectuées plus haguéud montrer que le probléeme dynamique se
concentre sur I'équation de la composante vertidalda vitesse. Aprés division par la masse
volumique cette équation s’écrit :

2
—+U—+V—+W—=|-g—2 +v(a—W+£W) (15)
ot oX oy 0z Po x> 6y2

L’analyse détaillée des ordres de grandeur de étgu (14) aboutit a (15) dans la mesure ou les

dimensions du probléme veérifient les relations anies :

_% _p-pg_ 1 _gH
== T2 w2
Po Po Fre W
3p = W2 (16)
Re:M:i2
n €

On propose d’admettre (15) et (16) pour l'instdmur démonstration pourra étre effectuée a la fin

du probléme si le temps le permet (voir la cingueepartie).
On voit dans I'équation (15) apparaitre une sodeauantité de mouvement verticale (le terme

encadré) qui est due aux écarts de masse volum@pigerme est appelé « flottabilité ». On le

noterab :

B=-gP~Po (17)

La présence de ce terme explique pourquoi unené@gdluide plus Iégére que son environnement,
telle quep <pq, tend a s’élever (puisquB >0), ou le contraire. On note aussi dans I'équatids) (

gue compte tenu de I'hypothese (11) le terme desiin se réduit aux dérivées secondes dans les

directions transversales (ici horizontales) dedidement, comme dans une couche limite.
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On veut maintenant établir une équation pour ladhilité B en faisant appel a I'équation de
I'énergie. Pour ce faire, il faut exprimer cetteagtité B définie en (17) en fonction de la

température. On introduit pour cela le nombre dehvta

M =— (18)

ou ¢y est la célérité du son d’'un gaz thermiquementaridiquement parfait dans le milieu au

repos, telle que :
Co =Co(2) =Y 1To(2) (19)
avecy=cy /6, =const. etr =c, —G, =const..

En considérant d’'une part I'équation d’état themneid7) qui caractérise I'état au repos et d’autre

part I'échelle des variations de pressidp donnée en (16), quelle relation a-t-on entre les

L . 0 . L
variations relatlves% de la pression et le nombre de Ma¢h? Que peut-on en déduire
Polz
comme relation d’ordre de grandeur entteet les amplitudes de variation relative de la masse
. , oT
volumlque@ et de la température— ?
Po To(2)

Réponse - Le rapport entre I’écheIIeSp:poW2 donnée en (16) ed:g =yrTy donné en (19)
mene a :

2
op _ W :yMz

po(2) To(2)

Compte tenu de (8) on a:

op OT
yMZ~Es o
po To(2)
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Question 6 -On suppose dorénavant que les variations de lsemaslumique ne sont dues

gu’aux variations de la température, la contributies variations de pression étant négligeable :

o o of

Po(z)  pPo To(2)

(20)

Quelle relation d’échelle le nombre de Mach (18X-dovérifier d’aprés le résultat de la question
précédente ? D’apres le cours, cette relationlestempatible avec I'équation (13) trouvée dans la

guestion 4? Compte tenu de (8), en déduire qu%)-p_) = —6—T'T :
p

0 To(2)

Réponse -b’aprés (20), le coefficient adiabatiquétant d’ordre 1, le nombre de Mach vérifie la
relation d’échelle :

VM2<<@~ oT

<<1
po To(2)

Ce résultat est compatible avec I'hypothése de lhsemodéle des écoulements de fluide

incompressible pour laquelldivu=0. En effet, comme montré dans le cours, cette @quatt

valable quanav 2<<1. A partir de (8), pour p:?z) E <<1 on obtient :
@F—) __ or T
Po To(2)

Question 7 -Dans les conditions stipulées dans la questionédeite, la flottabilitd définie

en (17) n’est due qu’aux variations de températdiantrer qu’elle devient :

(21)
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. z , : :
Dans cette relationTy (z) =To -92 comme trouvé dans fuestion 1, cf (4). Soit, sous forme
’ r

adimensionnelle :

To(z) _,_ gH
Toref FToref

z (22)

En utilisant le résultat de la question précédentatrer que I'on peut négliger le dernier terme

dans la relation ci-dessus.

Réponse £€n introduisant la vitesse verticale, cela revientontrer que :

w2 gH _yM2(z=0)

= <<1
o ref W2 Fr2

1 . . L
Comme vu en (16) ==& et comme trouvé dans la question precedevlwa.2 <<g, ~&r.
Fr

Donc cette condition est bien vérifiée puisque:

Conclusion
Donc, finalement, la flottabilité définie en (2peut étre considérée sous la forme :

T-To(2)

B=g
TO,ref

(23)

Une équation pour cette quantité peut alors étdrite de I'équation de I'énergie interne d’'un gaz

thermiquement et calorifiquement parfait (donc figmi e(T):q,T,q/ =const.) & quoi I'on

rajoute I'hypothése que la conductivit€ est aussi une constante. On rappelle que la forme
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générale de cette équation, vue en cours (cf. pdgt. (7.4.10)), s’écrit en I'absence de

rayonnement :

pcv(jj—-[:—pdivg+e+KAT (24)

ou o, désigne la chaleur spécifique a volume constant,la&K conductivité thermique et
e=2nd:d la fonction de dissipation. Par ailleurs, comigteu de (13), la puissance développee

par les forces de volumepdivu est nulle. Enfin on peut montrer que dans le cddeehypothéses

de ce probleme, la puissaneedéveloppée par le frottement visqueux est égalemégligeable.
Ce point de cours est proposé en question a @ufiorobléeme (cinquiéme partie).

((jj_-'lt- =X AT
< (25)
X =—— - diffusivité thermique
PoCy

En introduisant (23) dans (25) on obtient donc p@guation de la flottabilitds :

dB 0B
—=—+u.grad B=x AB 26
da o ~ g X (26)

Dans I'obtention de (26) se cache une difficultéfgil I'objet d’'une question a la fin du probléme

(cinquieme partie).

Le modéle final, dimodéle de Boussinesast constitué des équations (13), (15) et (26) qu
s’écrivent :

divu=0

dw ow

— =—"+u.grad w=B+vA
a o L EEEWEETVANW (27)
dB 0B

—=—+u.grad B=x A, B

at ot 2FEEZXSn
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2 2
ou Ah :a—2+a—2.
ox< oy

Remarque -
Dans le cadre de I'hypothése (11), une analyse cddses de grandeur dB conduit logiquement a la méme
simplification du laplacien que pour I'équationwle

Deuxieme partie - Le panache stationnaire

On considere le panache qui se développe au-debsne source de flottabilité de petite
dimension. Cette source peut étre une source dewlmmme dans le cas d’une cheminée ou celui

de I'écoulement prés du bout d’'une cigarette schiégnaur Idigure 4 ci-dessous.

Figure 4 - Le panache d’'une cigarette

Dans ce cas, I'écoulement qui se met en placeoestdabordstationnaire et cylindrique sur
guelques centimétres. Puis on observe gu'il seatiéise en volutes de fumée turbulentes. Nous

allons montrer pourquoi cela est inévitable.

On se place dans un systeme ad®rdonnées cylindriques(r,e,z) dans la base orthonormée
(gr ,ge,gz). On va supposer que I'écoulement issu d’'une squooetuelle située en=0 etr =0

est axisymeétrique de vitesier,ue =O,W) dans un repere cylindrique. L'analyse des ordees d

grandeur des termes de I'équation (27) appliqug¢regn demandée ici) méne a :
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10 0 10 oB
Fg(rBUr) P —(Bw)= X;g( )

lim, o (rBu)=0
0B

Ilmrqm(xr5)=0

B(0,0) =By

or

(28)

Pour I'accélération convective on a utilisé l'idédtvectorielle div( Bu ) =B divQ +u.grad B,

ainsi quedivA=}agAY +aaﬁ appligué ici au vecteuA=Bu. Dans le second membre, seul le
r or z

27
premier terme du IaplamebA—Eai( r ZA )+‘Z—2 a été retenu compte tenu de I'’hypothése (11).
ror r 7

Enfin, les deux premiéres conditions aux limites lauflottabilité traduisent le fait que les flux
horizontaux de cette quantité, le flux convectifeeiux diffusif, sont nuls a l'infini.

Question 8 -Soit :
F=[[Bwds =2an° Bwrdr (29)

le flux vertical de la flottaisoB a travers une surface horizontale. Montrer a padeti(28) que :
F =const. (30)

Réponse -En intégrant la premiére équation (28), on obtient

GB

21 Io F_ r Bu, rdr+2n—j Bwrdr = 2;'[)(!0 ; ar ar

d
p )rdr

Soit ;



Annales o1

00 dF 0B 10
2T[[r Bur]o +2T[E: 2]-[)([ ra]o

Compte tenu des deux conditions aux limites donaég28) :

dF _
dz

D'oul (30).

Question 9 -On sattend a ce que la solution du probléme (28) autosemblable. Sans

entreprendre la recherche d’'une telle solutionaoticipe le résultat en supposant que la solution

vérifie :

w= Fow yPw ZYw f( é(rz),Pr)

B=F% P8 28 g( —— P (31)
vFB zVB g( 57 r

5=F% yPs 2V h(Pr)

ou 6(2) définit I'épaisseur caractéristique du panach&ie®Pr =v/x est le nombre de Prandtl. On

se concentre ici sur la dépendance de ces quanistésvis dez.

9(a) - Montrer que la conservation du flux de flottabiligg9), cf. (30), fournit pour les trois

exposantsys,VY,,,Yg de la variable qui interviennent dans (31), la relation suivante

2ys+Ywtyg =0 (32)

9(b) - Montrer que I'équation de la dynamique vertio@@) fournit quant a elle les deux relations

supplémentaires suivantes :
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{ZVW —1=vyp (33)

YB = Yw ~2Ys

9(c) - Déterminer alorsyg,Y,, €t yg et décrire comment évoluent selbta vitesse ascendante

du panache et son épaissé(e).

9(d) - Que peut-on dire du comportement de la flottabBitdans ce probléme ou I'on a supposé

gue la source était ponctuelle ?

Réponses -

9(a) - Les relations (29) et (30) impliquent :
F= 2Tr632(z)J‘oo Bw—d X = cong.
0 o O

Les exposants dedoivent donc vérifier :
2ystYwtyg =0

9(b) - En développant I'équation de la dynamique (27pbtient :

- 4+

oW oW, ow. ow_ °w  9°w
u v w v( )
at ox dy oz x> ay?

L’équilibre de cette équation implique I'équilibdes trois termes, soit :

ow RVIGRY
W—~B~v(—+—)
0z x> oy?

donc les dépendances ersont respectivementzzyw_l, ALS 2w~ Dou les deux relations

(33).
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9(c) -Autotalona:

2y5+YwtYg =0
2yw—1=yg
YB =Yw ~2Ys

On entire :

Yw =0
yg =-1

=l
C

On constate donc que la vitesse caractéristigdans le panache est constante et que I'épaisseur du

panache croit comméz .

9(d) - Dans ce modele, puisque la source est ponctigbiend de fagon singuliére vers l'infini a

I'origine.

Question 10 -

10(a) - Comment évolue le nombre de Reynolds

Re=— (34)

avecz?

10(b) - Expliquer alors I'allure générale du panache tél gst dessiné sur Ifigure 4 ci-dessus.

Réponse -

10(a) - Le nombre de Reynolds augmente aveomme +/z .
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10(b) - Au-dela d’une certaine altitude le panache dewianitulent.

Question 11 -Déterminer les exposanfsis,a,,,ag) et (Bs,By.Bg) qui fixent la dépendance

de 5(2) , dew et deB vis-a-vis ddg- et dev dans les relations (31) et expliciter ces lois.

Réponse -O0n raisonne dimensionnellement avec :

-Dapres (17)ou (21):  [B]=[ g] :T_LZ

] A . _— = L4

- D'aprés (29) : [F] =] Bwrz]—g
12
- On sait par ailleurs que : [v] =

Donc, si I'on tient compte de la dépendance damandée dans la question 9(c) :

1
L: 1=da,+ -1=-20 Ow =7
- Pour la vitesse w : w* B woS 2
T: -1=-30, -Bw 0=a,, +By _ 1
BW___
2
L: 1=4agp + -1 -3=-20p -1 o =1
- Pour la flottabilités : s+ Ps & - | B
T: —2:_33(8_[38 —1:GB+BB—1 BB:—].
1 1
1 1=-205+= Qg =-=
L: 1=4dax+ B+ 5 5
- Pour I'épaisseur : §(z) 5% s 2 = 21 = 34
T: 0=-35-PB5 1=a5+Bs+3 Bs=7

Donc au total, tenant compte on obtient :
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= y2,,-1¥2 L
w=F¥“v f(5(2),Pr)

B:Fv_lz_lg( L,Pr)

5(2)

5(z)=F ¥4v3 421 2n(pr)

Troisieme partie - Le panache turbulent

On considére dans cette troisieme partie les cgsadaches turbulents dans un fluide de masse
volumigue homogéne. Dans le cas d’'un panache,figuire 5 (a) ci-dessouspn a une source de

flottabilité qui alimente constamment I'écoulement.

(a) (®)

Figure 5 - Schéma d’'un panache provenant d’une source poteteteld’'une thermique provenant
d’'une source ponctuelle qui ne dure qu’un temps fin

Question 12 -On considére alors qu’on est en présence d'uneceale flottabilité constante

caractériseée par le flux de flottabilité. On va de nouveau procéder parymgatiimensionnelle. La

solution du probléme turbulent est maintenant dieesous la forme :
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—FQw M f( "
w=F% z f(6(z))
B=F% 2¥8 g L) (35)

5(2)

3(z) = const.x F%8 ZYs

Qu’est-ce qui a changé par rapport aux relatiohy PP ourquoi ?
Réponse -
Le probleme ne dépend plus ni de la viscosité madiffusivité moléculaire (donc il ne dépend

plus du nombre de Prandtl). Cela caractérise umegurbulent : I'écoulement se libére des effets

moléculaires.

Question 13 Expliciter les lois (35).

Réponse -O0n raisonne de nouveau dimensionnellement. Rappeioa :

L
Bl = g|l=—7
[Bl=[ 9]
4
L
T
Donc :
i L 1=4a,, +vg GWZ.’._’:
- Pour la vitesse w :
T: -1=-30y, . 1
97 g
a 2
L 1=4ar + B™2
- Pour la flottabilitéB : B Y5 3
T - :_BGB 5
Va-‘g

L: 1=4ay+y;s {05=0
=

- Pour I'épaisseud(z): {
T: 0= —315 yB =1
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D'ou :

Question 14 -Vérifier que les expressions obtenues sont cohgésemtec la conservation du flux

F obtenue plus haut, cf. (30).

Réponse -En effectuant le produitv B 62(2) on élimine bien la dépendancezet on retrouve

F.

Question 15 -Comparer votre résultat avec celui demandé powate non-turbulent dans la

guestion 9(c)et commenter.

Réponse - En régime turbulent la vitesse verticalen’est plus constante mais décroit comme

53

z¥3 | La flottabilité B décroit maintenant comme 73 au lieu dez™t. Enfin I'épaisseur du

panache varie comme au lieu deVz. C'est le résultat du transport macroscopiquerasgar la

turbulence.

Question 16 -Estimer le flux de masse associé au panache, quepkut définir en premiére

approximation comme :

m(z) =Hpowd8 :ango powrdr (36)

Qu’advient-il du fluide qui se trouve dans I'envireement du panache ?
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Réponse -

m(z) = Zmojsowrdr = const.x 2rpoFY 327 3[: f( 6r

@5

5/3

Donc le débit dans le panache augmente approxiemé@mt commez” > consécutivement a

I'action du transport macroscopique de la turbutequai entraine le fluide environnant.

Quatrieme partie - La thermique turbulente

Une thermique correspond a une région de fluiderggulte d’un apport de flottabilité durant un
temps fini. Cela engendre une anomalie de floftakgjui s’éleve et se mélange, comme schématisé
sur lafigure 5(b) ci-dessus. Mais contrairement au cas du pana@renifjue ce mécanisme est
transitoire puisque la source de flottabilité needpas.

Question 17 -De la méme fagon qu’on a décrit par analyse dienslle un panache turbulent
provenant d’'une source ponctuelle permanente, aeidere maintenant une thermique provoquée

par une source qui n'est active que durant uneedor@ve. Une certaine quantité de flottabilité est

produite durant cette durée, on la notéra
Q= j j j BaV (37)

En vous servant du théoremle caractériser tour a tour I'évolution verticaleldevitessew , celle

de la flottabilitéB et celle de I'épaisseud(z) de la thermique.

Réponse -
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La flottabilité B a les dimensions d'une accélération, @rs 2, cf. (21) ou (23). Intégrée sur

'espace,Q a donc pour dimension :

La solution de ce probleme est de la forme :

F(w,zQ)=0
G(B,zQ)=0
H(8,2,0)=0

Les matrices des exposants aux dimensions sont :
wz Q
LIl 1 4
T|-1 0 -2

B z O

LI1 1 4
T|-2 0 -2

o z 9
L1 1 4
T/IO 0 -2

Le rangr de ces matrices vaut 2. Il y a donc 2 grandeuysighes indépendantes. Il n’y a pas

d’autre choix que de prendre pour les 2 grandeurs indépendantés etz. Cela donne :

— w 0 _



Annales 100

(B 5 ).
g(QGB Ps 0% Po ’]_0

On trouve sans difficulté :

W:Qyzz_lf(g)

—073q(2
B=0 2z g 6)
3(z) =const.xz

Question 18 -Comparer ces résultats au cas du panache lamitraité dans la partie

précédente, cf. question (13), et commenter.

Réponse - L'épaisseur est affine encomme le panache turbulent. Comme schématiséasur |

figure 5(b) I'extension latérale de la bulle de convectionnferainsi un céne. En revanche la

vitesse verticale diminue plus rapidement, gt contre z7¥3 pour le panache turbulent. La

3 -5/3

flottabilité décroit aussi nettement plus rapidetmen z = contre z ¥ ~. Cela est di au fait que

'anomalie dans la bulle de convection n’est pliism@ntée par le flux arrivant du bas. Le fluide

léger se mélange donc plus vite au fluide envirahna

Cinquiéme partie — Fin du probléeme

Les quatre questions suivantes, annoncées plusgauntettront de finir ce probleme proprement

Question 19 -Démontrer a partir de I'équation (14) que I'on ebtipour la composante verticale

de la vitesse I'équation :

ow ow ow  Ow P—Po
—+u—+v w—=-¢g -
ot 0x oy 0z Po Po 0z
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On montrera que cela s’obtient dans la mesure stetdelles du probléme vérifient les trois

conditions (16).

Réponse -Pour la composante verticale de vitesse I'équdtidi donne

b pa—+pu gradw——pg—?ﬂmw

o P
En introduisant les relations dimensionnelles (®), et (10) , on obtient

w2low (UW), —ow -dw, (W?2] ow
(p0+6pp){( Jat ( rI]_ j(uax Vay) (?JWE)
°w  9%w (nwjaZVv
t— )+

—(pﬂé@)w(ﬁ)%[ Po( )+6pp]+( 2 j( = HZ) 032

Apres division papg, en tenant compte de (2) et en regroupant leseteeme, on obtient

W2 ow (Uth(uaw \—/aw)+ W_2 V—viv
o UL ox  dy H | az
ow, (UW) = ow_—ow, (W2 )= qw
+€, p[ (u—+v—_)+ — lw—
ot L ox ady H 0z

nw} 2w 02w +( W Jazv_v

=7 appg”d( jaz (poLz 2

ou I'on a exploité I'expression de la pression logdatique (2). Soit encore, apres division par la

dimension du premier terme :

6W UH), - 0w  —dw,  —dw 6W UpH ow
—n_ ( —+ —_)+W—+ 0Pl = OpW+—

at WL ox oy 0z ot WL 0z

——(e gH]— op 6_B+ N 62v_v+62v_v [ n jazv_v
i pgW?) 0z | POWH L2 " 5% ay*" (PO ) 572
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La condition (5) permet d’éliminer les termesequans le premier membre (et uniguement dans le

premier membre). Tenant compte alors de (11) gtdadbtient:

_ gH)-_[ 3 |ap (_1 °w  9%w 1\9%w
= &2 P 2 == ) w2
W poW 0z \e2Re ox° dy Re) 57

On peut alors simplifier le terme de diffusion camtenu de (11). Soit :

- - - o= o
O 5 O, O O (ep ggjp—( 6p2J6p (—1 jAhw( @, T W)
W pW? ) 0z (e?Re

0

Il est possible de conserver tous les termes de éguation dans la mesure ou les échelles du

probleme vérifient (16). La forme dimensionnellel’dguation est celle demandée en (38).

Question 20 —Pourquoi peut-on, comme écrit en (15), éliminerliament le gradient de

pression de I'équation (38) ?

Réponse - Comme dans l'analyse du modeéle de la couche ligifeaboutit aux équations de

Prandtl, I'analyse des ordres de grandeurs deseterdes équationdes deux composantes

horizontalesu etv abouitit a :

[p Po(z ]——[p Po(2) ]=0

Donc p- po(z) se raccorde a sa valeur a l'infini (pour une @dtitz donnée) qui est constante et

nulle. D’ou I'élimination du gradient de pression.

La démonstration (non demandée) est la suivant@atirde :
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du_du op

—=p—+pu.gradu=-—+nA
P Py TPH-EE TG, A
dv _ ov ap
—=p—+pu.gradv=—-—+nAu
Par P TP YTy

En introduisant les relations dimensionnelles (®) et (10) , on obtient successivement :

S\(UnWou [Uf ) -~ou ~du (W?)=ou
(p°+6pp)( H jaf{ L](u X _)-{H W)

L H /9
(2wl (B 252

(—th]£+ Ui ( G@H_/a—a )+(Wuhjv_va—g
0z

:_(EJGB”L nuh] 0% 0% {qthaza
x> oy’  \poH?)az?

_ ) _ _
(—th]a—\_/+ Yi ( ANVl )+(Wuhjv_vﬂ
ox ay

H 0z

L
:_(ﬁj@{nﬂ( 0%, 0% ){ U Jaz\‘/

ax> oy’  \poH?)az?

Soit encore, apres division par la dimension dunpgeterme :
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a—9+(%ﬂj( Ga—E+\_/a—E )+v_vau

ot \w L) ax ay’ oz

__[ % wWHlap, [ n H?2 (azﬁ+aTu)+[ n jazﬁ
pOWZUh L |ox poVVH L2 a;(z 092 p0VVH 622

ov ([URH)|, -ov -av, —av

4| =D (u—_+v—_)+w—_

ot (w2 L ox 0y 0z

__[ % wWHlap [ n H?2 (62\7+62{/)+( n Jaz\?
poW?Un L Jay (poWH 12 J* 532 5y2 " (PoWH )57

Enfin, tenant compte de (11) et (12) et de la dsi@mnde la pression obtenue dans I'équation de la
vitesse verticale en (16) :

_ (1}05 ( 1 j 0%u 9% (1}625
=——| = |ZE+ ( — +— )+ — =
g2)0x \e?Re)" x* ay2 Re/ gz

_(1)\ap 1 ), 9°v 9% 1)0%
=—| — L= ( + )+ — |—

e2)0y \e?Re) gx° ay? \Re/yz?
Cela aboutit bien a :

5 P R(2) =11 ppo(2)]=0

Question 21 - Montrer pourquoi il est légitime de négliger la étion de dissipatiorr dans

'équation de la température (24).

Réponse - Comme montré dans le cours polycopié (cf. éqt..18)3, on peut légitimement

négliger ¢ dans (24) dans la mesure ou le nombre d’Eckertcgmpare I'énergie cinétique

spécifiqgue de écoulementW? a la variation de I'énergie interne spécifique, T ,
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vérifie Ec :WZ/(q, 3T)<<1. En introduisant la célérité du som =.yrTy du milieu, cela
donne : Ec=M?(yrTy)/(oy 8T)=(yr)/oy M 2/(EST/TO) <<1 avec (yr)/oy :y(cp—cv)/ov :

=y(y-1)=0O(1). Il faut donc queM 2 << 8T/Ty, ce qui a été démontré dans la question (6).

Question 22 - En utilisant (23), (25) et (4) montrer que I'éqoatideB s’écrit :

2
B g
dt TO,ref r

=x AB (39)

Etablir a I'aide d’'une analyse d’ordres de grandeucondition a vérifier pour que I'on puisse
négliger le second terme du membre de gauche tke égiation. Cette condition est-elle vérifiee

dans le cadre des hypothéses de ce probleme ?

Réponse -
T-Tglz T
On exprimeB en utilisantB = gﬁ, T=To(2) +Oret g To(2) = Toef ~92 ¢t (4) soit :
To ref g r
- g_, Toref
T=Ty .« -22+-2% g
O,ref r 9

En introduisant cela dans I'équation de la chaleur

dT _oT oT aT  aT __,d°T 9%1T o4
(Z+—=+=)

—=—+tuU—+tV—+W—=
dt ot ox ay 0z A 6)(2 ayz azz

il vient :

o g d r " g

Soit encore :
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2
B_, o
dt TO,ref r

=X AB

Analysons les ordres de grandeur des termes deémpiation. Sachant, d’apres (23), que :

ol =

B~g T

TO,ref
on obtient pour la dérive convective :

d8_ 9B gweT oT
dt 0z Ty, H 0z

L . . S L : . dB
Donc on peut réduire le premier membre de I'équatieB a la dérivée partlculalr%T dans la

mesure ou :

w92 gwWoT

<<
ToretT  ToretH

Soit ;

ﬂ<<1
roT

Nous avions trouvé dans la question 7 :

gH _wW?__,

Mo(z) Fr2

La condition précédente peut alors s’écrire :
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