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  الفضائٔ٘ التحلٔلٔ٘دلٔل الهيدض٘ 

 ميطْب إلى معله متعامد ّمتذاىظفي كل ما ٓلٕ المطتْٖ  ; ; ;o i j k 
 

 أولا " مفاهيه أولية "
 

نعتبر النقطتين : , ,
A A A

A x y z   و , ,
B B B

B x y z  : والشعاعانu







 
 
 
 
 

vو 







 
 

 
 
 

 

 ىي : AB مركبات الشعاع  (1
B A

B A

B A

x x

AB y y

z z

 
 

 
 
 

 

 ىو: Bو A الطول ) المسافة ( بين النقطتين (2     
2 2 2

B A B A B A
AB AB x x y y z z       

]إحداثيات منتصف القطعة المستقيمة   (3 ]AB : ىي, ,
2 2 2

A B A B A B
x x y y z z   

  
 

 

uىو : vو uالجداء السممي لشعاعان   (4 v              

0u يعني : vو uتعامد الشعاعان  (5 v u v                 

uيحقق : t) أي إثبات وجود عدد حقيقيمرتبطين خطيا   vو uيعني vو uتوازي الشعاعان  (6 t v) 

t: يكفي أن نثبت أن التناسب التالي : معناه        
  

  

 
    

   
 محقق  

0u( زاوية شعاعيّة : حيث : cosجيب تمام )  (7    0وv      
     

 

 
2 2 2 2 2 2

cos ;
u v

u v
u v

     

     

      
 

       
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 ثانيا " المستقيه في الفضاء"
 (ٓشنل ىكط٘ ّْٓاشٖ شعاع  )التنجٔل الْضٔطٕ لمطتكٔه  °(1

)المستقيم  )  الذي يشمل النقطة , ,
A A A

A x y z  ويوازي الشعاعu







 
 
 
 
 

  

لتكن:  , , ( )M x y z    : يعنيAM u  : أيAM t u  : حيث (t  من  ) 

)ومنو  ) : لو تمثيل وسيطي من الشكل  ( ):
A

A

A

x t x

y t y t

z t z







  


   
  


 [u  ىو شعاع توجيو لممستقيم( ) ] 

 (ٓشنل ىكطتين ) التنجٔل الْضٔطٕ لمطتكٔه  °(2

)المستقيم )AB  الذي يشمل النقطتين , ,
A A A

A x y z  و , ,
B B B

B x y z   
)لتكن:  , , ) ( )M x y z AB  : يعنيAM AB  : أيAM t AB : حيث ( t  (  من  

)ومنو  )AB : لو تمثيل وسيطي من الشكل 
 
 
 

B A A

B A A

B A A

x x x t x

y y y t y

z z z t z

   


  


  

[AB  ىو شعاع توجيو لممستقيم( )AB] 

 مطتكٔنات خاص٘ °(3

  حامل محور الفواصل ;o i  : 0يعرف بالجممة

0

y

z

 




 

  حامل محور التراتيب ;o j  : 0يعرف بالجممة

0

x

z

 




 

  حامل محور الرواقم ;o k  : 0يعرف بالجممة

0

x

y

 




 

 المطكط العنْدٖ ليكط٘ علٙ مطتكٔه °(4

)لتكن النقطة , , )H x y z  ىي المسقط العمودي لمنقطةA عمى المستقيم( )  
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الذي تمثيمو الوسيطي 
0

0

0

( ): ;( )

x t x

y t y t

z t z







  


   
  


  H، لتعيين إحداثيات النقطة  

  نبحث عن  قيمة الوسيطt : وذلك  عن طريق 

0

0

0

0 0 0
A A

A A

A A

x x t x x

AH u AH u y y t y y

z z t z z

  

  

  

         
       

                
         
       

 

  نعوض عنt في إحداثيات التمثيل الوسيطي لممستقيم( ) فنجد إحداثيات المسقط العمودي ،H     

 بعد ىكط٘ عً مطتكٔه°( 5
)عن المستقيم Aلحساب بُعد نقطة )نعيّن مسقطيا العمودي ،H عمى ىذا المستقيم ويكون بُعد النقطة عن المستقيم

( )  ىو الطولAH  : أي

        
2 2 2

;
H A H A H A

d A AH AH x x y y z z         
 تعامد مطتكٔنين في الفضاء°( 6

 يتعامد مستقيمان في الفضاء اذا تعامد شعاعا توجيييما بمعنى:

 : ٌإذا كا ( ) و( )  : مستقيمين شعاعي توجيييما عمى الترتيب( )u









 
 
 
 
 

)و    )u









 
 

 
 
 

  

) فلدٓيا: ) ( )( ) ( ) 0 0U U                      
 الْضعٔ٘ اليطبٔ٘ لمطتكٔنين في الفضاء°( 7

)ليكن  ) و( )  : مستقيمين شعاعي توجيييما عمى الترتيب( )u    و( )u   
  إذا كان( ) ( )u u    مرتبطان خطيا  ( فان : المستقيمان (( ) و( )  متوازيان 

 ( متْاشٓا تماماً أّ ميطبكاٌ)                       
  : نعين نقطة تْضٔحA من المستقيم( )  أو من (( ) ) 

)تنتمي كذلك إلى المستقيم  Aإذا كانت  أ/   )  فان( ) و( ) ٌميطبكا 

)لا تنتمي إلى المستقيم  Aإذا كانت  ب/  )  فان( ) و( ) ً(ميفصلاٌ )  متْاشٓا تماما 
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  إذا كان( )u  ( )u   غير مرتبطان خطيا  ( فان : المستقيمان (( ) و( ) غير متوازيان 

 ( " لٔطا مً ىفظ المطتْٖ "متكاطعاٌ في ىكط٘ أّ مً مطتْٓين مختلفين :) 
 

 ثالجا "المستوي في الفضاء"

1)° ٍْ  المعادل٘ الدٓكازتٔ٘ لمطت

0axكل مستوٍ في الفضاء لو معادلة  ديكارتية من الشكل : by cz d     

، عمما  أن : لا تنعدم في آن واحد  cو  a ،bحيث :
a

n b

c

 
 
 
 
 

 ىو الشعاع الناظمي لو ) عموديا  عميو ( 

ٍْ معين بجلاخ ىكط °( 2  ( ٓشنل ثلاخ ىكط) تعٔين معادل٘ دٓكازتٔ٘ لمطت

 تُشكل ( مستوٍ: -تعرف ) تُعين  Cو A ،Bأ/ لإثبات أن النقط :    

 : يعني النقط A،B وC   ليست في إستقامية 

  :يعني الشعاعانAB وAC ) غير مرتبطين خطيا  ) غير متوازيين 

 

)ب/ لإيجاد معادلة ديكارتية لممستوي      )ABC   : 

   نبحث عن شعاعا  ناظميا
a

n b

c

 
 
 
 
 

0لو وذلك بحل الجممة التالية   

0

n AB n AB

n AC n AC

   
 

   

 

 ثم نطبق التعريف التحميمي لمجداء السممي فنجد عادة جممة ثلاث مجاىيل بمعادلتين فقط ممّا يجعمنا مثلا 
 a ونختار قيمة مبسطة لــ : anفنجد الشعاع الناظمي العام  aبدلالة cو  bونبحث عن aنثبت

 nالخاص   وعميو نجد الشعاع الناظمي
  بعد إيجادa،b وc أعداد معمومة يبقىd  :مجيول فعمينا أن نعوض إحداثيات احد النقطA أوB 

0ax في المعادلة : Cأو  by cz d     فنجد قيمةd  

 ُٔإذا أعطيت المعادلة الديكارتية لممستوي وطمب منا التأكد من أنيا لممستوي  :تيب( )ABC  يكفي 

 غير مرتبطين خطيا   ACو AB أ/ أن نبين :

0ax تحقق المعادلة : Cو A،B إحداثيات كل من النقط الثلاث  ب/    by cz d     



ملخص الهندسة الفضائية التحليلية           الأستــــــــــــــاذ : محند حــــــــــاقة                  

 
6 

 

بمعنى :   
 
 
 

A ABC

B ABC

C ABC

 







  

  مطتْٓات خاص٘: °(3

 0x   ىي معادلة ديكارتية لممستوي  ; ;o j k 

 0y   ىي معادلة ديكارتية لممستوي  ; ;o i k 

 0z  لممستوي  ىي معادلة ديكارتية  ; ;o i j 

4)° ٍْ  بعد ىكط٘ عً مطت

بعد النقطة  , ,
A A A

A x y z : عن المستوي ( ): 0P ax by cz d     :تعطى بالقانون التالي 

 
2 2 2

;(P) A A A
ax by cz d

d A
a b c

  


 
 

ٍْ معين بجلاخ ىكط°( 5  (:ٓشنل ثلاخ ىكط  ) التنجٔل الْضٔطٕ لمطت

)لإيجاد التمثيل الوسيطي لممستوي  )ABC  :حيثAB وAC   غير مرتبطين خطيا 
( , , ) ( )M x y z ABC  : يعنيAM tAB t AC  : حيث (t وt  من  ) 

يعني :   
   
   
   

B A C A A

B A C A A

B A C A A

x x x t x x t x

y y y t y y t y

z z z t z z t z

     


    
     

 

 تعامد مطتْٓين°( 6

 يتعامد مستويان في الفضاء اذا تعامد شعاعيما الناظميّان: 

1إذا كان :  

2

( ): 0

( ): 0

P ax by cz d

P a x b y c z d

    


      

فمدينا :  
1 2
( ) ( )P P : يعني

1 2( ) ( )P Pn n  

 :أي 
1 2( ) ( ). 0P Pn n a a b b c c         

 المطكط العنْدٖ ليكط٘ علٙ مطتْٖ°( 7

)لتكن النقطة  , , )H x y z ىي المسقط العمودي لمنقطةA  عمى المستوي( )P لتعيين إحداثيات النقطة،H : 
)نبحث عن التمثيل الوسيطي لممستقيم أ/ )AH الذي يشمل النقطةA وعمودي عمى المستوي في النقطةH 
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)أي : "   )PAH n  يعني( ). PAH t n  " 
)الوسيطي لممستقيم نعوض إحداثيات التمثيل  ب/ )AH  في معادلة المستوي( )P  فنجد قيمةt  ونعوض 

   Hفي التمثيل الوسيطي فنجد إحداثيات المسقط العمودي  tعن 

 اليطبٔ٘ لمطتْٓين في الفضاءالْضعٔ٘ °( 8

نعتبر المستويين
1
( )P و

2
( )P  :1المعرفين بمعادلتييما كما يمي

2

( ): 0

( ): 0

P ax by cz d

P a x b y c z d

    


      

 

 : إذا كان a b c d

a b c d

 
   

    
فان : المستويين  

1
( )P و

2
( )P  ( ميطبكاٌ) متوازيان بالتطابق 

 : إذا كان a b c d

a b c d

 
   

    
فان : المستويين  

1
( )P و

2
( )P   (ميفصلاٌ ) متوازيان تماما 

  التياضب التالٕإذا كان  :a b c

a b c

 
  

   
فان : المستويين غير محكل 

1
( )P و

2
( )P غير متوازيان 

 (متكاطعاٌ )  
    ٘ملحْظ 

 : ٘لمبحث عن المستقيم المطأل( ) ناتج تقاطع المستويين
1
( )P و

2
( )P  : أي

1 2
( ) ( ) ( )P P   

zفي الحالة العامة :نضع  t ونبحث عنx وy بدلالةt   فنجد التمثيل الوسيطي لممستقيم( )  

من الشكل :
0

0
( ): ;( )

x t x

y t y t

z t





  


   
 


 

 :٘ٔعندما يكون لدينا التمثيل الوسيطي لممستقيم المطأل٘ العكط( )لكي نبين أن ،( )  ىو مستقيم

تقاطع المستويين
1
( )P و

2
( )P  : 1، يكفي أن نتحقق

2

( ) ( )

( ) ( )

P

P

  

 

الوسيطي بمعنى إحداثيات التمثيل  

)لممستقيم )تحقق معادلة كلا  من المستويين
1
( )P و

2
( )P 

  كٔفٔ٘ تعٔين تكاطع ثلاخ مطتْٓات °(9
 ٘خالاذا كان مستويان منيم متوازيان تماما فان تقاطع المستويات الثلاثة  ( :1) الحال  

 بمعنى :
1 2 3
( ) ( ) ( )P P P     
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  ٘نعين مستقيم تقاطعيما ) متقاطعين (اذا كان مستويين منيم غير متوازيين  ( :2)الحال( )  

 فيصبح تقاطع المستويات الثلاثة عبارة عن تقاطع مستقيم مع مستوي 
 مثلا  بمعنى :

1 2 3 3
( ) ( ) ( ) ( ) ( )P P P P     

  ّمطتْٖ في الفضاءتعامد مطتكٔه  °(11
 شعاع توجيو ىذا المستقيم مع الشعاع الناظمي ليذا المستوي  توازى يتعامد مستقيم ومستوي في الفضاء اذا 

)بمعنى إذا كان :  )u









 
 
 
 
 

)شعاع توجيو المستقيم  )  و( )P

a

n b

c

 
 
 
 
 

)شعاع ناظمي لممستوي   )P  

)فان :      ) ( )( ) ( ) P
a b c

P u n
  

      

 الْضع اليطبي لمطتكٔه ّمطتْٖ في الفضاء°( 11

 ( ) ( ) ( )P    : يعني ( ) ( )P   "( ) " مرسوم في ىذا المستوي 

  ( ) ( )P    يعني( )P  و( )   ( ميفصلاٌ )متوازيان تماما 

  ( ) ( )P F    

)نقطة تقاطع  Fلإيجاد إحداثيات  )P و( )لممستقيم  ،  نعوض إحداثيات التمثيل الوسيطي( )  في معادلة
)المستوي  )P فنجد قيمةt ونعوض عنt في التمثيل الوسيطي فنجد إحداثياتF 

 

 رابعاً "سطح الكرة في الفضاء"

)معادلة سطح الكرة  الكسٗ: معادل٘ ضطح°( 1 )S :ذات المركز( , , )x y z
  

 ونصف قطرىاR   تعطى
2بالقانون  2 2 2( ) ( ) ( )x x y y z z R

  
      

)لتكن المطأل٘ العكطٔ٘:°( 2 )E  مجموعة النقط :( , , )M x y z  من الفضاء التي تحقق 
2 2 2 0x y z ax by cz d       

)لمعرفة طبيعة مجموعة النقط  )E : يمكن أن نستعمل إحدى الطريقتين الآتيتين 

 : الطسٓك٘ الأّلى  (طسٓك٘ حطاب العدد K ،) نحسب  :
2 2 2 4

4

a b c d
K

  
  

  نميز ثلاث حالات



ملخص الهندسة الفضائية التحليلية           الأستــــــــــــــاذ : محند حــــــــــاقة                  

 
9 

 

 ٌ0 : إذا كاK  : فان ( )E    

 ٌ0: إذا كاK  فان :( ) , ,
2 2 2

a b c
E 

   
     
   

  

 ٌ0 :إذا كاK  :فان( )E  سطح كرة( )S حيث :

 ( ) ( ) ( , , ) ;E S x y z R K
  

   

 

 

 :٘ٔ(  طسٓك٘ اضتعنال قاعدٗ إكنال التربٔع)  الطسٓك٘ الجاى 

 

             :ىطتخدو فَٔــا 

2 2

2

2 2

2

2 2

2

2 2

2 2

2 2

a a
x ax x

b b
y by y

c c
z cz z

    
       
    


   
       

   
    
       
    

 

 :٘إذا اشتممت المعادلة المعطاة لمجموعة النقط ىصٔح( )E  عمى وسيط يفضل استخدام طريقة حساب
 أمّا إذا لم تشتمل المعادلة عمى وسيط فنفضل استخدام طريقة  قاعدة إكمال التربيع Kالعدد 

 كٔفٔ٘ تعٔين معادل٘ مطتْ يمظ ضطح كسٗ في ىكط٘ معلْم٘°( 3
)لإيجاد معادلة المستوي  )P  سطح الكرةالذي يمس( )S في النقطةA  نستعمل إحدى الطريقتين 

 : 0   الطسٓك٘ الأّلىAM A AM A    

 : ٘ٔنلاحظ ان   الطسٓك٘ الجاىA  شعاع ناظمي لممستوي 

  ) لأنو عمودي عميو (

  dفي معادلة المستوي ، فنجد الثابت Aنعوض احداثيات النقطة ثم 
 

ٍْ معلْو°( 4  كٔفٔ٘ تعٔين معادل٘ ضطح كسٗ التي تمظ مطت

 

( )S : سطح كرة مركزىا ( , , )x y z
  

 معطى ، و( )P  : 0مستوٍ معادلتوax by cz d      
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 ٗطسٓك٘ ايجاد معادل٘ ضطح الكس ( )S   : 

 كنا ٓلٕ        
 

2 2 2 2 2

2 2 2

( ):( ) ( ) ( )

;(P)

S x x y y z z R R

ax by cz d
R d

a b c

  

  


       


  
 

 

     

 

ٍْ في الفضاء°( 5  ( مع ذكس العياصس المنٔصٗ)   الْضعٔ٘ اليطبٔ٘ لططح كسٗ مع مطت
( )S : سطح كرة مركزىا ( , , )x y z

  
 ونصف قطرىا ،R و ،( )P  : مستوٍ معادلتو

0ax by cz d    : ىضع ,(P)d d  :فلدٓيا  
 
 
 
 

 
  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

اذا كان :  

: فان   

 اذا كان :

  فان :

 ٌمش صطح  لمضتىيا

،  فً الىقطة الكرة 

المضقظ العمىدي   حٍث

 على المضتىي  للىقطة

 

 

 اذا كان :

 فان

ٌقطع صطح  المضتىي 

 وفق دائرة الكرة 

 ، ووصف قطرها   مركزها

المضقظ العمىدي   حٍث

  على المضتىي  للىقطة

و        
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 الْضعٔ٘ اليطبٔ٘ لططح كسٗ مع مطتكٔهٍ في الفضاء°( 6

( )S :2 سطح كرة مركزىا معادلتيا 2 2 2( ) ( ) ( )x x y y z z R
  

       

)و  )d      مستقيم الذي تمثيمو الوسيطي
0

0

0

( ): ; ( )

x t x

d y t y t

z t z







  


  
  


 

) لدراسة الوضعية النسبية لسطح كرة )S  مع المستقيم( )d في الفضاء ، نعوضx  ،y  وz   من التمثيل 

)الوسيطي لممستقيم  )d  في معادلة( )Sفنحصل عمى معادلة من الدرجة الثانية مجيوليا الوسيط ،t  

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  وقطة تماس بٍه  حٍث

و  وجد إحداثٍاتها بتعىٌض 

فً   قٍمة الحل المضاعف

  التمثٍل الىصٍطً للمضتقٍم

و   حٍث    قاطعت تًوقط

مع كل  وجد إحداثٍاتهما بتعىٌض 

مه قٍمة و  فً التمثٍل الىصٍطً 

  للمضتقٍم



ملخص الهندسة الفضائية التحليلية           الأستــــــــــــــاذ : محند حــــــــــاقة                  

 
12 

 

 

 

 حذه زباعٕ الْدِْ°(  7

: لرباعي الوجوه بالقانون التالي V يحسب الحجم
3

ABC
S h

V


                 

حيث 
ABC
S المثمث( مساحة القاعدةABC) وh الارتفاع  

 مطاح٘ مجلح °(8

) مثلا( فان Aقائم في ABCأ/  إذا كان المثمث
2ABC

AB AC
S


 

 ب/ إذا كان المثمث كيفي ) أو نجيل طبيعتو ( وكان لدينا قيس أحد

. فان:  زواياه  . sin .c.sin .c.sin

2 2 2ABC

a b A b B a C
S    

 خامسًا "المرّجح في الفضاء"

  :٘رف بيا مرّجح ثلاث  ملاحظ  ِ في حالة مرّجح أكثر من ثلاث نقط تعمم النتائج بأكمميا بنفس الكيفية التي عُ
 نقط

)مسّدح الجنل٘ المجكل٘ : G إحداثٔات  اليكط٘ °(1 , ),( , ),( , )A B C  ٘تعطٙ بالعلاق 

 
 

AM مً الشكل: ٘كٔفٔ٘ تحْٓل العلاق٘ الشعاعٔـ°( 2 BM CM  

  0 علنًا أٌ:

A

B

D

C

h

A

B

C

a
c

b
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 نجد :  Gبإدخال نقطة المرّجح 

      

 : المرّجح         التعنٔهM ×)مجموع المعاملات ( 

 :٘فلا يوجد مرّجح لمنقط 0إذا كان   ملاحظA ،B  وC  :ويكون الشعاع 

AM BM CM شعاعا ثابت ا مستقلا عن النقطةM       ويتم تحويل العبارة بإدخال إحدى النقط المعمومة
 Chaslesواستعمال علاقة شال 

كٔفٔ٘ تحْٓل العلاق٘ العددٓ٘ مً الشكل °( 3
2 2 2MA MB MC  

نجد  Gبإدخال نقطة المرّجح 
2 2 2 2 2 2 2( )MA MB MC MG GA GB GC 

 :اجعل مكان  التعنٔهM  + المرّجح 2نقطة المرّجح [M  ]×) مجموع المعاملات( 

 تعطٙ بالعلاق٘:  ABC مسكص ثكل المجلح H لاحك٘ اليكط٘°( 4
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 شكل المعادل٘ المحصل علَٔا مً مجنْع٘

 مً الفضاءMاليكط         

 مً الفضاء M( مجنْع٘ اليكط  Eطبٔع٘ ) ىْع 

1°) 0MG K  E ضطح كسٗ مسكصٍا :G  ّىصف قطسٍا

R K  

2°) 0MG MH  
E ضطح الكسٗ التي قطسٍا :GH  مسكصٍا 

ّىصف قطسٍا GHميتصف الكطع٘ المطتكٔن٘

2

GH
R 

3°) 0MG AB  E ٘المطتْٖ الرٖ ٓشنل اليكط :G  ّAB  شعاع

 ىاظنٕ لُ ) عنْدٖ علُٔ (

4° )MG MH  E ٘المطتْٖ المحْزٖ علٙ ميتصف الكطع :

 GHالمطتكٔن٘

M من الفضاء " سادسًا "مجنوعة النقط   

  


